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我 国 的 思想 家 唐 太 宗 早 就 明确 指出 ， 以 古 
为 镜 知 兴衰 。 法 国 落 名 数 学 家 Herri Poinc- 
are 又 指出 : 如 果 我 们 想 要 预见 数学 的 将 Ky 
适当 的 途径 是 研究 这 之 门 科学 的 历史 和 现状 8 UR 
此 ， 本 文 就 从 微 积分 学 基础 的 发 展 史 谈 超 。: 
Robinson # (80) REIT 微 积分 
基础 的 发 展 史 ， 他 清楚 地 揭示 了 向 积分 的 形成 
和 发 展 是 与 人 类 对 “无 限 RMIT, infini 
ite) ”的 认识 不 断 深入 密切 相关 的 。 05 0c 
关于 人 类 对 “无 限 ” 的 认 识 ， Robinson. 
MS) NAME, Het. Aristotle (3844332 
B. C. O 反对 实在 无 限 CActual infin ` 
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THAKUR Jn IR Cpotential infinite) , 然 

nie TERRA Sp, dp Aristotle 7p, Democri- 

tus (460-362 B, C. D 主张 :数量 是 由 实在 

无 限 小 的 单子 (monad) 所 组 成 。 DUR RAS 

£j Archimedes (287-212 B, C, ) 公理 ， 

ERS Me: WEBA aM b, 0<a<b, 

存在 一 个 自然 数 ni 使 得 b<na, 

| Robirson 生活 在 多 美和 地 中 海 沿 B, 

TH “SCR? 概念 在 中 国 的 发 展 ， 作 者 在 此 作 

ARP Eo SRE CEG OI ip 2g et BRE (480—420 

B. C, ) HAF "3:33" 8j Be, ERT 

WB" GOPR UPTE C … : 

0, D- 穷 , RAB, EROR. 

0,2). 9h RAR, AH: :莫不 容 尺 ， 
FH te 

现 将 OG, D 和 0,2) 依次 翻译 如 下 | 

(1, 3) 有 端的 距离 称 之 为 有 穷 ， 如 果 用 尺 
一 捕 接 一 乒 地 去 量 它 ， 量 到 某 一 次 

| 之 后 ， 剩 下 的 距离 不 再 超过 一 只 。 

(1,4) ”关于 有 穷 与 无 穷 ， 用 尺 一 次 接 一 次 
去 量 某 个 距离 ， 如 果 量 到 某 一 次 之 
后 所 剩 下 的 不 再 超过 一 尺 ， 就 叫 有 
35, RES I-AA E) 
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总 是 超过 一 尺 ， 就 叫 无 穷 。 
现在 把 (1, 3) 用 现代 数学 语言 表达 如 下 ， 
(1,5) ”任意 有 穷 的 距离 x， 用 长 度 为 e 的 
尺 一 次 接 一 次 去 量 它 ， 存 在 一 个 次 
X (RRB n, 使 得 
0X nes£, 
(1, D 和 (1, 2) ERBKTA 31807653385 
定义 ， 现 在 看 来 仍然 是 相当 科 学 NM). *" BI, 
(1, D 5 Archimedes 公理 十 分 相 象 ， 如 果 
征 得 世界 上 多 数 数学 家 的 同意 ， 可 以 把 Arch- 
imedes 23% Z 4B B—Archimedes 公理 。 
BEXTFARAFHCHR ERA CRE RHE 
(R0) ， 从 时 间 上 讲 多 半 在 Democritus è 
Bi, mi Democritus 的 思想 是 后 人 追 述 的 。 
关于 微 积 分 学 的 发 展 史 ， 在 (80) 的 最 后 一 
X, Robinson 有 一 个 简明 的 总 结 , 今 介绍 如 
T. | 
“关于 在 特殊 情形 下 寻求 面积 、 体 积 和 切 
线 ， 有 一 个 漫长 的 发 展 阶段 ， 后 来 ， 微 分 和 积 
分 的 一 般 理 论 ， 在 十 七 世纪 的 后 半 叶 中 ， 先 由 
Newton, AGH Leibniz 提出 。 就 这 门 新 学 
科 的 基础 而 言 ，Newton 是 游 移 不 定 的 ， 他 有 
时 提 到 无 穷 小 ， 有 时 提 到 极限 ， 有 时 提 到 物理 
4 | | 


HW. Newton 的 紧密 追随 者 ，、 殉 喜欢 最 后 一 
个 方法 。 另 一 方面 ，Leibniz RREME, 在 
一 阶 和 高 阶 的 无 穷 小 微分 的 基础 上 发 展 了 微 积 
分 理论 。 他 所 用 的 记号 ， 有 着 技术 上 的 优越 性 
(作者 认为 是 一 种 优美 的 数学 语言 ) ， 在 欧洲 
大 陆 被 采用 ， 促 进 了 微 积 分 的 理论 和 应 用 ， 使 
之 在 欧洲 大 陆 上 迅速 发 展 。 但 不 久之 后 ， 这 个 
理论 内 暴露 出 明显 的 矛盾 〈 即 众所周知 的 无 限 
MEI) ， 使 人 们 感到 楼 另 打 基 础 。Lagrangs 
自信 他 已 经 发 现 了 一 条 合适 的 道路 ， 这 就 是 把 
EK Taylor 展开 当 作 基 本 出 发 点 。 然 而 ， 
这 个 问题 满意 的 解决 应 归功 于 Chauchy， 他 
第 一 次 严 襄 地 构成 了 数学 分 析 ， 其 理论 建立 在 
极限 概念 之 上 、 此 概念 自 Newton 提出 后 ， 曾 
得 到 d'Alembert 的 拥护 。Chauchy 的 方法 ， 
aK Weierstrass 给 以 更 加 形式 化 的 处 理 ， 
但 在 Weierstrass 之 前 ， Bolzano 已 在 一 定 程 
度 上 傣 过 这 种 处 理 了 。 在 极限 理论 确立 之 后 ， 
分 析 学 中 就 再 也 不 相信 无 限 小 和 无 限 大 了 ， 后 
者 只 是 一 种 说 话 的 方式 ， 例 如 “和 某 变 量 趋向 于 
无 穷 大 ”等 等 。 非 Archimedes i (MURK 
在 无 限 大 的 数 域 ) 此 后 的 发 展 ， 完 全 局 限 在 代 ， 
数学 的 范围 之 内 。” 


， 紧 接着 -Robinson 十 分 谦 下 地 谈 到 了 他 自 
CHEE: “我 们 相信 ， 我 们 已 经 证 明 :， 某 些 
非 Archimedes Sag, 确实 能 给 8 古典 分 析 
作出 肯定 的 贡献 。， | o 
^ 71972484839 述 Robinson 的 工作 时 ( 见 
(15)) ， Martin Davis 和 Reuben Hersh 是 
这 么 说 的 ，“ 从 十 九 世 纪 起 无 穷 小 似乎 被 一 劳 
永 逸 地 赶 出 了 数学 ， 为 了 合乎 逻辑 ， Newton 
和 Leibniz 的 “无 穷 小 演 算 ， 被 Weierstrass 
al RAN MESAR BERARMA 
逻辑 的 新 的 技巧 和 能 力 ， 又 恢复 了 ‘无穷 小 ” 
概念 ,使 之 能 为 人 们 所 接受 。 在 某 种 意义 上 ， 
Robinson 已 经 为 被 轻率 抛弃 了 的 十 八 世 纪 的 
数学 作 了 辩护 ， 以 反对 十 九 世纪 的 过 分 拘束 的 
严格 数学 ， 从 而 在 永 无 休止 的 关于 有 JME 
穷 连续 各 离散 的 争论 之 中 又 加 入 了 新 的 篇 
€X" — BEES 

- M Abrahan Robinson, Martin: Davis 
和 Reuben Hensh 等 人 的 评述 中 可 以 看 出 ， | 
关于 微 积分 基础 的 发 展 ， 他 们 似乎 有 一 条 认识 
卡 的 红线 ， 从 Newton, Leibniz, -Taylor, 
Lagrange, d'Alembert, Cauchy, ‘Bolzano 
经 Weierstrass jij i £g Robinson, ju Weier- 
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‘strass 到 Robinson， 其 中 将 近 有 一 百年 ， 这 
是 人 类 思想 十 分 活跃 的 时 期 ， 其 中 徽 积 分 的 发 
展 有 哪些 值得 回忆 的 事件 呢 ? Robinson 把 这 

' 个 留 给 我 们 去 作 补充 。 5)—Jj mi, Robinson 
“的 明确 的 目标 是 完成 Leibniz 的 未 竞 之 业 ， 恢 
_ 揽 “无 穷 小 ”的 信誉 ， 因 此 把 研究 重点 放 在 古 
典 分 析 学 上 面 。 怎 么 把 “无 限 小 ”概念 与 当代 
名 门 学 科 发 展 的 主流 密切 结合 起 来 , Robinson 
来 不 及 完成 这 项 任务 就 与 世 长 辞 了 
其实， 实在 无 限 小 和 无 限 大 ， 作 为 人 类 思 
想 的 一 股 潮流 ， 几 千年 来 一 直 存在 着 ， 从 十 九 
世纪 起 仅仅 被 逐 出 了 微 积分 的 大 门 ， 在 人 类 思 
想 史 中 只 是 一 个 暂时 的 和 局 部 的 历史 现象 。 在 
其 他 学 科 中 远 非 如 此 。 特 别 是 在 物理 类 型 的 理 
论 和 应 用 学 科 中 ， 无 限 的 入 念 仍然 合法 地 存在 
着 ， 微 元 法 、 微 扰 论 和 无 穷 小 变换 等 经 常 被 使 
用 ， 最 引 人 注 目的 是 .1926 年 ，Dirac 直接 在 
无 限 大 的 基础 上 引入 了 Delta 函数 ， 它 在 物理 
中 得 到 广泛 应 用 并 取得 了 很 大 的 成 功 。: 这 对 于 
与 Dirac 同时 代 的 分 析 学 家 是 很 大 的 冲击 。 由 
于 这 时 分 析 学 家 认为 无 限 小 和 无 限 大 是 非法 
的 ， 他 们 试图 在 标准 分 析 的 框架 之 内 ， 排 除 
Dirac 的 朴素 的 无 限 大 ， 来 说 明 Delta wh 数 。 


了 


1932 Von Neumann 在 (89) 中 说 了 一 
BAM, “Dirac 的 方法 在 数学 严格 性 方 
面 是 不 能 令 人 满意 的 ，…… 它 要 求 引进 具有 自 
相 矛 盾 性 质 的 “奇异 函数 , £ Dirac Ear 
eS: AR HAFLI HE, E 
至 在 确定 实验 的 数值 计算 中 也 如 此 处 理 。 尽 管 
这 些 概念 为 现今 的 分 析 框架 所 不 客 ， 但 在 物理 
上 却 是 内 在 的 需要 ， 那 么 也 不 应 当 提出 非议 ， 
正 象 Newton 力学 首先 带 来 无 穷 小 分 析 的 发 

展 ， 后 者 的 原始 形态 不 能 自 贺 其 说 ， 因 而 受到 
TR ONT RT LEWES HE 个 
:无 穷 多 个 变数 的 分 -一 即 必须 
NOME 

1926 年 ， 经 Dirac 之 手 ， Delta 函数 进入 
了 人 类 的 思想 史册 。 在 Dirac 之 前 ， 它 有 一 个 
很 长 的 孕育 时 期 。 首 先是 在 奇异 积分 核 的 研究 
中 就 含有 原始 的 Delta 函数 的 概 念 。 1815 一 
1816 Æ, Cauchy 和 Poisson 在 研究 波 的 传 所 
理论 中 已 隐藏 着 这 种 思想 。 

1887 fe, M. Hermite E ERKENI X 
里 写 得 比较 明确 

43 入 ->0 Bb, 143 | 

f 2 这 dt 
Pact See te 


并 不 总 是 零 ! BRL, SOP Fa Sb zi, 
它 与 2Xxi 差 一 无 穷 小 量 , 所 以 称 之 为 亲 异 积分 ， 
积分 号 里 的 东西 除了 t=6 都 是 0， 只 有 在 这 点 
它 是 无 穷 。” 

上 世纪 末 ， 英 国 物理 学 家 ， 电 机 工程 师 
Heaviside 在 解 电 路 方程 以 及 其 他 数学 物理 方 
程 问题 时 ， 提 出 了 一 套 运 算 微 积 的 法 则 。 这 种 
方法 行 之 有 效 ， 能 够 处 理 大 量 的 常 系数 微分 方 
程 ， 但 缺乏 严格 的 数学 基础 。1893 年 ，Heav- 
iside 在 他 的 算 符 演算 CGD) 中 ， 把 后 人 称 
之 为 Delta 函数 的 东西 ， 解释 为 脉冲 电流 。 

ELMS, Dirac 明确 提出 了 Delta 
BEC HE E. 1947 年 在 (5 h Dirae BA 5 18 
出 ，“ 我 们 的 工作 要 求 我 们 去 研究 一 些 包 含有 
某 种 无 穷 大 的 量 。 在 处 理 这 些 无 穷 大 时 为 了 得 
到 一 个 精确 的 符号 ， 我 们 引入 一 个 量 5(x) ， 
它 由 一 个 参量 和 决定 ， 并 满足 以 下 条 件 


{ | “sco = 1 
(8(x)=0, 4 x0 ” 


由 于 物理 学 内 在 的 发 展 ，Dirac 已 明确 提 
出 要 研究 无 穷 大 量 了 ， 而 与 他 同时 代 的 分 析 学 
家 却 认 为 无 穷 大 是 非法 的 。 怎 么 在 标准 分 析 的 
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党 规 之 内 ， ii Uirae DEMIE 99 L8, 


于 一声 标准 分 — LR, 投入 这 个 神圣 行列 
的 有 Sobolev, Schwarz, Gelfand 和 Miku- 
sinski 等 著名 分 析 学 家 。 

1936 Æ, Sobolev 在 (84) 中 提出 了 具有 Z 
致 支撑 的 无穷 次 可 微 的 画 数 空间 上 的 连续 线性 
泛 函 的 概念 。Schwarz(2H 本 质 上 采用 了 Sob- 
olev 的 定义 *。 VA D 表示 具有 紧 致 支撑 的 无 穷 
次 可 微 的 函数 空间 ;以 D/ 表示 D 的 连续 线性 ; 
iF ASS a), fj Delta AARE 导数 看 成 
D 的 元 素 ， 取 得 了 一 定 的 成 功 。Schwarz 把 
广义 函数 前 理论 系统 化 ， 解 决 了 Delta min. 
算 规 律 中 的 许多 问题 ， 得 到 一 系列 重 有 又 的 结 
AR ,在 1950 年 国际 数学 家 大 会 上 获得 了 Fields 
奖金 。 

Schwarz 的 工作 得 到 了 大 家 的 关心 ， 
摘 引 一 些 代 表 性 的 评论 如 下 。 

H, Bohr 在 介绍 Schwarz We T FE RE SÍ 
用 了 了 下 .Kien 的 名 言 ，“ 在 我 们 的 科学 中 最 
大 的 进展 征 往 是 用 新 方法 解决 老 问 题 。” 并 
i; “SIC, Schwarz 的 工作 引起 了 全 
世界 数学 家 的 极 大 兴趣 、 和 很 多 年 轻 数 学 家 们 

10 
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在 Schwarz FRKU AJUR rn. 从事: 新 的 醋 
2r, ". (LH, Bohr 81980 ERUH): 
= Bochner, S, 在 (54) 中 对 Schwarz 的 广 
义 通 数论 作 了 评论 ， 他 罗列 了 Schwarz 所 得 
到 的 主要 定理 之 后 ,指出 Schwarz 提出 的 概念 
和 方法 大 都 是 前 人 有 过 的 ， 例 如 光滑 化 技巧 、 
单位 分 解 以 及 :Weiner 和 Bochner 本 .人 所 发 
展 的 Fourier 变换 等 。 最 后 他 说 ， “我 们 已 经 
列举 了 所 有 的 要 点 ， 无 论 在 分 析 方 面 还 是 在 概 
念 方面 这 个 工作 有 多 少 革新 ， 现 在 还 很 难说 。 
前 面 我 们 已 经 用 这 本 书 的 特殊 结果 来 评论 它 的 
价值 ， 而 对 现在 说 到 的 这 一 方面 的 价值 留待 作 
者 用 各 种 方法 产生 出 更 多 的 结 采 涩 说 明 。” 
Bochner 和 当时 许多 数学 家 一 样 不 把 PCR 
念 的 扩充 认为 是 概念 土 的 革新 。 他 其 至 对 工 
Halperin 介绍 Schwarz 广义 函数 的 小 册子 
«p- X e Se S51? ARË, fü Si: 
“4 我 们 对 这 本 书 的 一 点 批评 是: Halperin X 
RRR Schwarz 了 ， 他 们 过 分 主张 用 广义 函数 
来 说 明 Delta MAT. Mb, Dirac 函数 早 
已 被 其 d 的 表示 理论 所 说 明 ， TER 
HEA | 

p Schwarz & El a». “我 


H 


们 愿意 表明 广义 函数 论 决 不 是 一 场 “新 的 草 
命 ，。 许 多 作者 都 已 经 发 现 并 熟悉 这 个 思 效 
了 ， 然 而 这 个 理论 是 简单 的 同时 也 是 正确 的 。 
它 概括 了 在 许多 不 同 领域 里 自发 的 经 常用 得 不 
正确 的 方法 ， 它 是 一 个 综合 和 简化 ， 当 然 综合 
RE. 

这 是 举世 公认 的 水 及 微 积分 基础 c M 
题 ， 引发 了 许多 分 析 学 的 大 师 们 的 严 下 认真 、 
仔细 和 热情 的 评论 。 

WA Schwarz 和 Sobolev 命名 的 广义 BR XX 
论 ， 在 说 明 Delta 函数 时 取得 一 定 的 成 功 ， 当 
触及 到 Delta RRM RBI, SERO K A T E 
Hi. FRR T MARR, ER 
Delta gis P te, LLB RELL AL RET ae BK 
的 乘积 。 其 实 ， 这 也 是 标准 分 析 所 遇 到 的 困 
难 。 s 

在 Schwarz 得 到 Fields 奖章 之 后 十 一 
年 ，Robinson 在 (f) 中 建立 了 非 标 OE 分析 ， 
从 此 ， 无 限 大 和 无 限 小 又 在 分 析 学 中 恢复 了 合 
法 地 位 ， 微 积分 学 的 研究 出 现 了 新 的 格局 。 随 
zs 3f Dirac Delta ER CH ERE FT RR TIS 
x. Thurber, J, K, @ Katz, J. 在 1974 
Ayes), Lightstone, A, 和 Wang Kam 在 


1a 


1975 S TU), SMM 1978 STH, EH 
ye 1980 BA}, Raju CK, #1982 5 T 
(T, (ESE 1979 BT, 1980 与 石 最 坚 
合生 了 (5)， 并 于 1984 年 初步 写成 专著 "mum 
微 积分 掌 ”(8Y}， 其 中 对 Dela 函数 和 微 积分 学 
基础 进行 了 新 的 研究 。 

”在 Robirson 发 明 非 标准 分 析 Zia, M 
1974 年 Thurber, J. K. fi Katz, J. 开始 
研究 Delta 函数 的 分 数额 ， 到 1984 EE R D 
步 提 出 一 个 与 物理 学 一 致 的 Delta n 3 89 3 £x 
Hit, XMS Delta 函数 理论 的 新 的 一 章 。 

现在 回 到 我 们 的 历史 导言 。 作 为 对 Robi- 
nson, Martin Davis 和 Reuben Hersh 的 补 
Ji, S AU E, KTR OSAMA RRA 
££, NAHE. Democritus, Aristotle, 
Archimedes, Newton, Leibniz, Taylor, 
Lagrange, d'Alembert, Cauchy, Bolzano, 
Weierstrass, Dedekind, Heaviside, Dirac, 
Sobolev 和 Schwarz mi æm Robinson, 

从 以 上 关于 历史 的 陈述 中 可 以 署 出 ， 
Robinson 把 研究 的 重点 放 在 古 典 分 析 学 上 
面 ， 他 对 Dirac 1947 年 在 (59) 中 的 那 一 段 话 没 
有 感受 - Robinson 没有 想到 ， 在 二 十 世纪 上 
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半 叶 ， 在 他 之 前 十 四 年 ， 由 于 物理 学 的 内 在 需 
要 ，Dirac 不 得 不 宣称 他 在 研究 “RESA 
某 种 无 穷 大 的 量 ”， 并 为 此 .引进 了 :Dalta mS 
数 SX EX RETE A EROE mar, Se 
准 分 析 中 看 来 ,就 是 奇 SIUE D. Dirac 的 
Delta 函数 ， 是 一 种 不 严 廊 的 但 很 有 用 处 的 非 
PRESS TI. FE SC, .物理 学 家 Newton 在 
1665—1666 年 同 发 明子 微 积分 学 ,“ 数 :学 家 
Leibniz 在 1673--1676 年 间 发 明了 微 : 积 分 
他 们 是 相 豆 独立 的 ,` 俱 Newton: Et Leibniz 早 
七 年 。 在 我们 的 世纪 中 , :物理 学 家 Dirac 在 
1926—1947 年 间 发 明了 Delta 函数 并 于 .1947 
年 正式 确认 这 是 在 研 完 无 穷 大 量 ， 数 学 家 
Robinson 于 `1961 年 发 明了 非 标准 分 析 并 同 
时 引入 了 无 穷 大 量 ,， 他 们 是 相互 独立 的， 但 
Dirac.tt Robinson 早 十 四 年 。 这 是 历史 的 . 马 
fr, SAREZ. Robinson. kA iX 
意 到 ; Delta t3 55 76 2; EZ [B] PDA LG, 
因此 没有 把 重点 放 在 :Delta 函数 的 研究 上 。 当 
我 们 仪 得 了 这 段 历史 之 后 ， 不 能 不 感到 :. 某 种 
形式 的 非 标准 分 析 的 理论 会 对 Delta SEI 出 
肯定 的 贡献 。 我 们 应 当 在 Dirac 与 Robinson 
之 间 ， 在 非 标准 分 析 与 理论 物理 之 间 搭 二 一 麻 
14 


桥梁 。 我 们 不 一 定 象 Schwarz WHHL, (E 可 
VA GIR Be f SA Kb 也 要 吸收 各 个 流派 的 古典 的 
Pelta: 函 数理 论 的 长 处 。 如 果 现 在 还 把 Delta 
函数 放 在 标准 分 析 的 框架 之 内 ; 就 下 是 削 足 适 
ET. DORR s os 
“为 了 在 非 标准 分 析 的 基础 上 直接 建立 新 的 
Delta RN Ht, JE Robinson 5j Dirac 连 
接 起来， 作者 做 了 以 下 工作 : (OO, (00, 700, 
(9, WO, SE. 1 X 2-RSEONE T 的 主 
体 当然 是 Delta 函数 ， 同 时 对 奇异 积分 引进 了 
一 点 新 的 概念 , 因为 Delta 函数 是 最 简单 和 最 
重要 的 奇异 函数 ， 只 有 对 一 般 的 奇异 函数 有 新 
UA, A sent Delta 函数 进行 新 的 系统 的 研 
究 。 此 外 ， 我 们 还 必须 把 基础 加 以 扩大 ， 因 为 
Robirson 侧重 在 以 无 限 小 为 基础 来 重建 古 典 
分 析 ， 所 以 他 把 实数 系 R 扩大 为 超 实 数 AR CR 
RBT., R 还 是 一 个 域 ， 我 们 则 必须 把 "了 继 
$ Dedekind 分 划 扩 大 为 实 序 字 OU, 才 能 
把 问题 的 实质 描述 清楚 。 从 数学 上 讲 Us 已 经 
不 是 一 个 域 了 ， 但 它 是 一 个 完备 有 序 集 ， 所 以 
命名 为 实 序 宇宙 。 

在 本 文中 ， 作 者 把 在 忆 上 建立 的 微 积分 
叫做 标准 分 析 ， 或 叫 单 相 微 积 分 把 在 及 和 
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U, EX AVHRR BRD. 
现在 把 本 文 所 使 用 的 主要 符号 介绍 如 下 ， 
N' 代 中 标准 自然 数 系 ， 规 定 它 的 元 泰 从 1 开 
58; QRRREABRAR, CRARR, RR 
表 标 准 实数 线 ， 它 是 完备 有 序 域 !“N 代表 非 
标准 自然 数 系 ， 它 含有 无 限 大 元素， 是 人 的 
扩大 !“Q 代表 非 标 准 有 理 数 系 ， 它 是 的 扩 
大 ， 仍 为 有 序 域 ! “于 代表 超 实 数 系 ， 它 是 及 
的 扩大 ;是 有 序 域 并 具有 内 的 完备 Hs UR 
表 第 二 相 的 实 序 字 宙 ， 它 是 *Q 的 全 {k Dede- 
kind 分 划 所 组 成 的 集合 ， 它 是 完备 AF 集 ， 
但 不 是 一 个 域 。 | 
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微 积分 学 已 从 标准 分 析 发 展 到 非 标 准 分 
析 ， 为 了 说 明 什么 是 非 标 准 分 析 ， 应 先 说 明 什 
么 是 标准 分 析 。 要 说 明 什么 是 标准 分 析 ， 最 重 
要 的 是 明确 什么 是 标准 分 析 的 出 发 点 ， 即 标准 
实数 线 R 的 公理 系 。 E 

在 十 七 世纪 Newton 和 Leibniz PORTER, | 
ABS) FUR ARIAL, Bt Utes, 
38 过 Cauchy, Weierstrass 和 Dedekifd 等 
人 的 相继 努力 ， 终 于 把 零散 的 材料 组 织 起 来 , 
形成 了 实数 线 的 公理 系 。 全 部 标准 分 析 揭 理论 
就 建 在 这 些 公理 之 上 ， 美 国 数学 家 Steen Hr 
个 公理 系 作 了 恰当 的 介绍 ， 请 参考 (5)。" 更 在 
» DUE 


把 这 个 公理 系 介绍 如 下 。 

我 们 以 及 表示 实数 线 ，R 是 个 集合 , EH 
元 于 叫 实 数 ， 满 足以 下 两 组 公理 。 © 

公理 0,0 REAR, FR 有 以 下 
10 条 性 质 : E 

1。 存 在 加 法 和 乘法 : X xM yE 实数 ， 
mj 

x+y 和 xy 亦 是 ; 
2.488: 着 WwW,，X 和 了 是 实数 ， 则 
(W4+X) +4 Y=We (X+Y) 
. (WX)y = W(Xy); 
3, RRA: 若 X 和 y 是 实数 ， 则 
X+yY=y+xX 
XY = yX; 
4. SRA: Bw, XxX 和 y 是 实数 ， 则 
W(X+y) = WX+Wy; 

5。 存 在 单位 ; . 即 存在 两 个 实 常数 0 (加 
法 单位 ) 和 1 (乘法 单位 ) ， 使 得 对 任意 一 个 
SRK, MM 

X+Q=X 
| X1=X; | 

.6. FEMEN: X ox ek, WHER 

WC x) 使 得 
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K+(-%)=0, 
$R (CX) 为 式 的 加 法 逆 ; 
7. HERE: BL xX 二 0， 则 存在 实 
Rx 使 得 s 
xx7'=1, 
Rx AX HBR, 
8。 成 立 三 择 一 人 性 : AxMy 是 实数 ， 则 
X«y, X-y, Y<X 
三 者 成 立 且 仅 成 立 一 个 ， 
9, RUB: Aka wK M X<Y, 


则 
w<ys 
10. RAZR: ARB A x<y, 
nj 
X+woytw; Bx<y Mo<cw, Hj 
xw<yw 
以 上 十 组 性 质 称 之 为 有 序 城 的 公理 。 
此 外 ，R 还 满足 


公理 (2,，2) REN. DH, KE 
是 实数 的 非 空 集 合 ,如 果 下 有 上 界 〈 即 存在 实 
数 X 使 得 不 等 式 y<X 对 上 刁 的 所 有 的 数 成 立 )， 
则 EJUS Eh E REE EI —P ES x, 
它 小 于 或 等 于 EHSEREGCR—TEAO, 
20 


Rd. SHAR 是 一 个 完备 的 有 序 域 。 

三 百年 来 ， 微 积分 学 ， 特 别 是 标准 分 析 取 
AT HSMM, HRM RE LAS. HOO 
Steen 把 实数 线 公 理 系 称 之 为 “数学 之 帝 座 "， 
这 不 是 没有 道理 的 。 

这 样 看 来 ， 标 准 分 析 最 后 是 由 Chauchy, 
Weierstrass 和 Dedekind 等 人 确立 的 ， 建立 
在 实数 线 R 之 上 的 ， 以 极限 论 为 主要 方法 和 
以 研究 画 数 及 其 微分 和 积分 运算 为 主要 对 象 的 
一 门 数 学 分 支 。 


al 


无 限 小 悖 论 推动 
微 积 分 学 的 发 展 ， 
最 后 导致 数理 逻辑 
直接 进 入 微 积分 学 


» 


AA, Democritus 和 Aristotle 的 论述 
TWEE, HEL FRESH, ARR 
到 无 限 大 和 无 限 小 的 存 在 了 。 在 (80) 的 三 后 ， 
Robinson 写 道 。“ 无 论 如 何 ， 在 分 aap at 
标准 模型 中 ， 无 穷 小 和 无 穷 大 数 的 真 党 性 ， 不 
多 也 不 少 于 标准 无 理 数 的 真实 性 ， 理 二 是， 如 
果 用 公理 来 引进 这 些 数 ， 这 显然 是 对 蚁 org 
用 发 生 学 的 方法 来 引进 ， 标 准 无 理 数 和 非 标准 
数 一 样 ， 需 要 经 过 某 种 无 穷 的 手续 。 此 外 ， 即 
使 从 实验 科学 家 的 观点 来 看 ， 我 们 的 话 世 有 道 
理 ， 因 为 任何 测量 只 用 整数 和 有 理 数 ， 如 果 理 
论 的 框架 超出 这 两 种 数 之 外 ， 那 就 没有 理由 要 
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求 我 们 一 定 停留 在 Archimedes Xx & 2: IN, ” 
其 实 ， 无 限 大 或 无 限 小 的 引进 ， 最 简洁 的 
方法 还 是 公理 化 的 方法 。 因 此 ， 我 们 引入 以 下 
”公理 (3,1) 假设 存在 一 个 非 Archimed- 
eanJR*R, CHRATK. 更 确切 地 说 ， 设 
存在 一 个 有 序 域 * 了 及 ( 即 它 满足 公理 (2,1) 的 
10 条 性 质 ) ， 并 满足 以 下 两 条 ， 

1, R AURAR 成 为 一 个 有 序 子 域 ， 即 
:了 及 存在 一 个 有 序 子 域 R,， 它 与 R 代数 同 构 。 
我 们 称 R, 的 数 为 *R 的 标准 数 。 在 同 构 的 意义 
FF, RSR, 是 等 同 的 ， 

2, "R 中 存在 无 限 小 量 ， 即 "R 中 存在 某 
ER e EDF RK 的 每 一 正 数 。 

由 此 不 难 推 得 ，*R 中 存在 无 限 大 NÉ. X 
bs Le ERDERA, Nj 1/e 是 无 限 大 ， 
它 比 R 的 任何 一 个 正 数 都 大 。 

KBR) Leibniz， 很 多 学 者 都 感到 无 IR 
小 和 无 限 大 的 存在 ， 人 们 早 就 可 以 写 下 象 公理 

(3,1) 这 样 的 公理 了 。 但 当 微 积分 学 发 展 到 
一 定 阶段 ， 有 关 详 数 性 质 的 零散 材料 逐步 形成 
了 完备 有 序 域 的 公理 系 ， 人 们 终于 认识 到 ， 实 
数 线 的 完备 性 ， 对 于 建立 严谨 的 微 积分 理论 是 
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不 可 缺少 的 。 

”其 实 ,我 们 也 可 以 认为 *R 是 在 | R 中 加 上 正 

无 中 小 之 后 按 有 序 域 的 公理 进 笨 扩 大 而 得 到 

的 。 如 果 想 在 包含 有 无 限 小 的 数 系 " 了 及 上 建立 

微 积分 ， 也 应 当 承 认 *R 是 完备 的 。 但 这 样 就 

引发 了 著名 的 无 限 小 悼 论 。 四 
SLES ACR Sie RAT: 如 采 在 公理 

(3,1) 之 外 还 设 *B 是 完备 的 ， 即 RE 
CERE (2,2) ， 则 会 得 到 悖 沦 。 信 论证 如 下 。 

C WOE AIR 中 有 一 个 正 无 限 小 :， 它 小 
TOR 的 每 一 个 正 数 ,现在 设 m 是 任意 有 限 的 自 
RE Bl mde NAVE BIR, HÆR me fy 
然 是 无 限 小 。 以 旦 RT ase ms 的 集合 ， 
np 的 每 个 元 素 部 是 无 限 小 。 于 是 了 有 上 上 界 ， 
其 实 每 个 取 的 正 数 痢 是 已 的 上 ' 界 。 但 了 没有 
RUS ER, BRA, Ret RR PLE 
b， 它 是 了 的 最 小 上 界 ， 由 于 "及 是 ARR, 
WHER b —e 25 P 89 EXER b-e<b, RR 
ATE. 

这 就 是 无 限 小 悖 论 。 

.这 使 Leipniz 感到 很 苦恼 。 作 为 哲学 家 .的 
Leibniz 报 怨 作为 数学 家 的 Leibniz 怎么 会 f 
构 出 一 个 自 相 矛 导 的 无 限 小 来 。 他 感到 进退 维 
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S. ，. ceo Ty GRE Cu o s EE 
”无限 小 导论 对 微 积分 学 的 发 展 给 了 巨大 的 
Hu. WTR, BRA RSH 
路 。 一 条 县 党 全 排除 无 限 小 而 承认 完备 性 是 普 
BAB, WHET LKR ORGAN HA, dE 
REEMA LT ROMPI. BRE 
Cauchy Weierstrass 和 Dedoland ph 5E HJ 38 
路 ， 几 平 经 尖 了 一 个 世纪 ， 形 成 了 渊 清 的 标准 
分 析 体 系 。 这 是 无 限 小 悖 论 对 微 积分 学 发 展 的 
第 一 次 大 推动 。 另 一 条 是 承认 实在 无 限 小 而 刻 
除 完 备 性 作为 普遍 公理 ; 为 *B 的 存在 取得 合 
法 十 位 。 这 需要 较 多 的 逻辑 知识 ， 和 在 十 姑 世 
纪 是 不 能 完成 的 。 但 这 种 努力 从 十 七 世纪 
Leibniz 到 二 十 世纪 Dirac BABA, 最 
后 是 由 美国 逻辑 学 察 :Rebinson 完成 的 。 他 朋 
模型 沦 (数理 逻辑 的 一 支 ) 的 方法 严格 论证 了 
ET Leibniz 的 转移 原则 ， 为 在 * 及 上 建立 
敬 积 分 商定 了 逻辑 基础 ， 使 无 限 小 合法 化 ， 从 
而 建立 了 非 标准 分 析 。 这 是 无 限 小 悖 论 对 微 积 
分 学 发 展 的 第 二 次 大 推动 并 导致 数理 逻辑 直接 
进入 敏 积分 。 央 为 没有 数理 逻辑 ， 既 不 能 严格 
陈述 ， 更 不 能 正确 使 用 转移 原则 ， 在 *R 上 建 
立 微 积分 只 是 一 个 泡影 。 
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、 在 微 积分 学 中 直接 使 用 数理 逻辑 ， 这 是 一 
个 进步 ， 是 不 可 逆转 的 历史 性 发 展 ， 我 们 应 当 
正视 这 个 现实 。 数 理 逻 辑 是 一 门 伟大 的 学 科 。 
象 任何 一 门 伟大 的 学 科 一 样 ， 由 通俗 性 和 渊博 
性 两 方面 组 成 的 。 因 为 通俗 性 反映 真理 的 普 议 
性 ， 渊 博 性 反映 真理 的 深刻 性 ， 二 者 是 相 辅 相 
成 的 。 

随 着 时 代 的 前 进 ， 我 们 应 当 学 习 一 点 通俗 
的 数理 逐 辑 。 因 为 没有 它 ， 就 不 能 严格 地 全 面 
地 表达 非 标 准 分 析 的 内 容 ， 本 文 也 就 写 不 下 去 
了 。 另 一 方面 ， 这 里 只 讨论 微 积 分 学 ， 涉 及 的 
只 是 数理 多 要 的 一 点 应 用 ， 我 们 当然 不 会 喧 宾 
帮主 ， 过 多 地 涉及 逻辑 学 。 我 们 应 当 使 还 辑 的 
深刻 性 祝 于 通俗 性 之 中 。 

以 下 将 从 三 方面 通俗 地 介绍 一 点 逻辑 党 


识 。 
一 、 本 文采 用 的 逻辑 语言 


三 个 基本 的 逻辑 连词 ， 八 ，V 和 一 ， 其 名 
称 和 功能 如 下 ， 

八 ， 称 之 为 “与 ”或 “ 合 取 ”。 若 A 和 B 
是 两 外 命题 ， 则 AA 人 B 表 示人 全 和 B 同 时 成 
X 
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Vi AREIS “R” R HR” . BAB 
是 两 个 命题 ， 则 AVB 表示 信和 B 中 有 一 个 
BK IZ 

~, BZA "dE" 。 若 A 是 一 个 命 题 ， 
AA 表示 AA 不 成 立 。 

为 了 把 一 个 复合 命题 的 结合 诗 次 表示 清 
楚 ， 我 们 采用 方 括 号 。 例 如， 复合 命题 “一 A 
与 孔 有 一 个 成 立 ” 机 表示 为 [一 AJVB。 又 例 
如 ， 算 合 命 题 “或 者 是 人 A 与 B 同 时 成 立 ， 或 
者 是 CC 成 立 ” 可 表示 为 “[A 人 BVC”。 

两 个 复合 逻辑 连词 ， 一 > 和 < 一 >， 其 名 称 
和 定义 如 下 : 

—>, WIE “BS”, GAMBA S 
个 命题 ， 规 定 A>B 代表 [一 A1VB， 

<->， 称 之 为 “等 价 ”。 若 信和 B 是 两 
个 命题 ,规定 A< 一 > 也 代表 LA 一 BJ] 人 LB 一 A]。 

为 了 省 路 方 插 号 ， 我 们 规定 ， 逻 辑 连 词 之 
间 的 结合 能 力 由 弱 到 强 分 为 三 个 等 级 ，1. 
<>; 2, Ns Vj 3. 71» Bi [AJVE 
AA SRAAVB, X90 AAB]J-—C 可 简写 
成 AAB>C, 

逻辑 学 中 的 推理 规则 是 三 段 论 ， 它 规定 ， 
由 命题 A A AB 可 得 到 BB 
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o ATHE, UT RR SR” , DIK R 


es n 


oA, di MA 5 A GAB M -— 


个 ， 记 作 一 人 AVA， 或 记 作 一 人 AVA<-->T， 又 
A 与 一 人 不 能 同时 成 立 ， 记 作 一 [一 人 人 A]， 


或 一 [一 A 人 Al<—>f。 
O UX, YZ RARER, sx d 
出 以 下 命题 演算 公式 . 
(3,2) , XVX—X > 
(3,3) X—-XVY + 
(3,4) “XVY>?YVX ~ | 
《3,5)  [X—-Y]—[ZVX-ZVY] 
(3,60 XXo[Y—X] o3 d 
(3,1). (Xe DY ZI HX Y Ye X 

. Al] ILE 
(3,8. DXAYI— XvaY 
(3,9) —A[XVY]«——-—XA-Y. | 
(3,10 . CX—L[Y-—-Z]«—LXAY-21 
(3,11) [X+Z]-CXA YZ. 
(3,12) 


(3,13) 


[X--Yj—-[[XAY-—Z]eoL[X- - 
40 5 5. 5 55e 
[X Y]ALEY-—Zl-—[X-2Z31, 


以 上 公式 ， 读 者 仔细 思索 一 下 可 以 明白 ， 或 参 
考 (10) (22) ROEM ATH, | 
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两 个 逻辑 量词 ，《〈 习 ) MCV), HEA 
和 功能 如 下 : 

(2): M2ZARE BW, BAC 表示 
依赖 于 变量 工 的 关系 ， 则 (AX) AX) 表示 ， 
存在 X 使 得 关系 A(X) 成 六 ， 
| (V): 称 之 为 全 称 量词 (YMA) 表 
AR: 对 全 体 X 而 言 关 系 A(X) 都 成 立 。 

zt AQoOfü Foo GUT AERE x 的 关系 
对 量词 演算 有 以 下 简单 公 
(3,14) (3XJA(xX)e—-A(V X)-4A(Xx) 
(3,15) (ZX)-À(X)«—A(CV X)ACX) 
(3,16) (Ax AC) <> (Y ACK) 
(3,17) (HX) A(X) <> CV 3) AQX) 
(3,18) 《YX)F(X)->F(b),b 是 任意 常量 
(3,19) F(b) 一 (3x)F(x),b 是 某 个 常量 
(3,200 (¥Vx)LXV F(x) Je XV (YX) FOO) 
(3,21) (VOLXA F(x) ]e— XA (V X) F(x) 
(3,22) (Sx)EXAFCR)]<->XA (3x) F(x) 
(3,23) (Ax) XV F(x) ]e—5 X V (45x) F(X) 
(3,24) (V X)LX>F(x) ]}<>[X—> 

(VX) FCX)] | 
(3,25) (CEDO[X—F(x)]e—[X-- 
(Q3»FQ0] | 
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(3,26) CCo) P(x) + X1<-30 9x) LF(x) > 
X] So Uu Cod) 
(3,27) EGO F GO > X <> VOLE) > 
ou HX bo ot cU 
其 中 XCRAAGHUE x. EUEUUT AGAS DH 
SHO). CRD, REMME R HD 可 明 
He ODPOR IS y NGA oan 
二、 本 文采 用 Russel 的 简单 类 型 
论 0 0 ou el 
AT BREA DS AHI, Russel 提出 了 
类 型 论 ， 今 将 其 简单 的 介绍 如 下 。 | 
我 们 在 标准 分 析 中 所 碰 到 的 对 象 是 实数 以 
及 和 实数 有 关 的 各 种 关系 ， 如 果 加 以 仔细 考 
虚 ， 就 会 发 现 它们 具有 不 同 的 类 型 。 
3 Speck: MAP SR A ARTE 0, Lf 
CEARN OOs CELEM 2 TES 
3E (020) sn 维 实 鸣 氏 空间 的 RSA 
2 (420-0) 7,-"JEtn 0. ^. z. 
一 元 函数 :如 六 = sin x, 是 平面 :于 的 上 点 
集 ， 它 的 类 型 是 (0 : 0》 和 类 似 ， 二 元 函数 的 
类 型 是 X99) VOUmEUS RR ono 


: 92 


(3,28) t= [t teoa 0 


HRI afubiom, fo : 0, Br 以 
(3, 28) po (0: 0 : Qi (010). 型 。 

“类 型 的 一 般 定义 如 于， uH 

0 Ul 

2. dit "y tty T. 是 型 ， bu] " Oik 
IE 也 是 型 其 中 卫 是 正 整数 ， E 

. ï n22, d To Thy cT. REM, Mil ty 

T: [oss bth, RANEES f 
型 称 为 向 量 型 。 . 

RI RROM, SRANAN, PN 
上 空 集 可 记 为 bono THER 79 4. 
use ce" SERRA. ATEAN. 
本 文 规定 每 个 变量 只 能 在 同一 型 的 对 象 中 取 


=, 本 文采 用 的 集合 论 符号 有 
C, C, f, U， 和 ~， 它 们 的 功能 如 


车 a 是 某 元 率 ， ABERA, Maca 
表示 a 是 人 A 的 元 紊 ，ACB 表 示人 是 己 的 子 
k, ANB 表示 A fü B 的 交集 ，AUB RRA 
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和 B 的 并 集 ，A、B 表 示 A 的 所 有 不 属于 BA 
元 素 所 组 成 的 集合 。 
由 单个 元 素 xX 所 组 成 的 集合 以 {x} 表示 。 
由 满足 关系 了 的 所 组 成 的 集合 记 为 《人世 p}. 
为 省 略 方 插 号 ， 本 文中 的 主要 数学 符号 ， 
按 结 合 能 力 ， 由 弱 到 强 ， 分 为 七 个 等 级 
Lo a 2. Ay V5 3. 78 
4, €, C, <, =3 5. P, UN; 
6, +, -3 7, * 0p * GE S, a 
BE) o | 
在 同一 级 中 ， 结 合 能 力 相等 。 
变量 xX 是 $s 型 的 记 为 XTs。 例 如 有 序 域 
公理 (2，1) 的 第 一 条 可 写 为 | 
(3,29) (Vx Tox (VyTox« y CRAxy 
ER], | | 
而 完备 性 公理 (2, 2) 可 写作 
(3,00  (VxT(o)Ux 非 空 有 .上 Sx 有 
BUD ESRD 
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转移 原则 的 确 
立 导 致 非 标准 
分 析 的 诞生 


我 们 知道 ， 数 学 是 一 门 很 古老 的 科学 ， 数 
学 史 几 乎 和 人 类 的 文明 史 一 样 长 。 人 类 对 于 数 
的 认识 是 逐步 发 展 的， 而 且 有 两 个 发 展 方向 ， 
一 个 是 向 深度 发 展 ， 从 自然 数 、 正 分 数 、 有 理 
数 到 实数 ， 到 Robinson 的 超 实 数 系 * 防 ; 另 一 
个 是 向 广度 发 展 ， 从 一 元 数 、 复 数 、 四 元 数 、 
向 量 、 和 矩阵 、 李 群 、 微 分 几何 到 泛 函 分 析 等 、 

Robinson 的 贡献 在 于 ， 最 后 是 通过 他 完 
成 了 从 实数 到 超 实数 的 认识 上 的 飞跃 。 超 实数 
系 与 实数 系 之 间 的 明显 差别 是 ， 超 实数 里 各 含 
ATEARRANERAM ERD. oie 
国 还 是 在 欧洲 ， 对 无 限 的 感受 已 有 两 书 欠 年 
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T, Wa SR EU AGE ERE ma er T AT 
多年。 到 了 Newton ® Leibniz Hit, ARA 
和 无 限 小 巴 活跃 于 纸 上 ， 呼之欲出 ， ERE 
有 出 来 。Leibniz 进退 维 谷 ， 最 后 不 得 不 说 : 
Te) 28 RM. Berkeley WH: 无限 
WEBBER. TEE “EA” E 
SF, OR” WE BP PR, H HA 
实数 系 还 没有 正式 降 痢 到 人 间 。 -更 有 其 者 ， 到 
Tes 赶 出 了 微 积分 就 人 类 对 超 实数 系 的 认识 
Wu. UFER BA aS a o 4. 

超 实数 系 的 概念 为 什么 这 Assets: :主要 

是 受到 逻辑 水 平 的 限制 ;怎么 样 在 承认 无 限 小 
的 前 提 下 避 开 无 限 小 导论 ， 长 时 期 THOU) 
法 。 本 世纪 ; HF Albert 等 大 的 倡导 数 理 
逻辑 在 很 大 的 发 展 , Jem Tithe. :公理 集合 
论 、 递 归 论 和 模型 论 答 重 天 分 交 ,。 dE UB IB II 
ER E, Abrahan Robinson F 1961 年 严格 
论证 了 起 源 于 Leibniz HRBRID FER xx 
eR RR E. HERT Rib. 建立 J P 
的 微 积分 理论 一 一 非 标准 分 析 ， 这 上 的确 是 一 个 
很 大 的 成 功 。 更 重要 的 是 ,在 人 类 思想 史 LAB 
了 两 手 多 年 的 包含 无 限 大 和 无 限 小 的 数 东 ， 经 

OT 


Robinson a #4, AHA pH i HEE lh Bl A 间 。 
起 源 于 Leibniz 的 转移 原则 ， 是 人 类 总 维 
的 一 条 基本 原则 ， 是 非 标准 分 析 的 核心 。 承 认 
这 条 原则 是 一 个 很 大 的 进步 。 | 
为 了 说 清 转 移 原则 的 实质 ， 我 们 作 以 下 解 
释 ， 数 学 是 人 类 思维 的 一 部 分 ， 从 全 局 看 .局 
部 ， 常 常会 使 问题 明朗 。 因 此 从 人 类 的 日 常 思 
维 谈 起 。 比 如 人们 根据 天 津 地 区 之 内 的 事物 所 
形成 的 概念 和 判断 构成 一 个 理论 体系 ， 以 下 记 
之 。 当 地 区 由 天 津 扩大 到 全 中 国 时 ， 事 物 增多 
了 ， 和 赁 人 类 的 长 期 实践 知道 ， 基 于 天 津 的 事物 
所 形成 的 理论 T, 会 以 其 种 方式 继续 存在 以 
外 ， 还 会 增加 一 些 新 的 概念 和 判断 ， 形 成 扩大 
OH, UT. 记 之 。 | | 

现在 研究 一 下 当地 域 扩 大 时 概念 的 变化 。 
如 果 在 正中 谈 到 狗 〈 狗 是 个 概念 》 ， 它 所 指 的 
无 非 是 天 津 地 区 所 有 的 狗 。 如 果 把 地 域 扩大 到 
全 中 国 ， 在 T, 中 研究 问题 ， 狗 的 概念 仍然 
有 ， 但 它 所 指 范围 已 经 扩大 ， 除 了 天 津 的 狗 ， 
还 有 北京 的 狗 ， 西 藏 的 狗 ， 等 等 。 为 了 明确 ， 
把 天 津 的 狗 看 成 是 标准 的 ， 则 中 国 的 狗 可 记 为 
* 狗 ， 表 示 概 念 已 经 扩大 。 

但 大 地 域 中 有 的 概念 小 地 域 可 能 没有 。 如 
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中 国有 黑龙 江 ， 天 津 则 没有 。 所 以 对 下 而 言 ， 
黑龙 江 是 外 部 概念 。 这 样 ，T。 的 概念 可 分 为 
两 部 分 ， 一 部 分 由 扩大 而 来 ， 称 为 内 的 ， 加 
* 狗 、* 猫 等 ， 其 余 的 则 是 外 的 ， 如 黑龙 江 ， 卡 : 
白山 等 。 | 

PHO TH CF) 在 下 中 成 立 一 
个 显然 的 判断 S， 山 的 海拔 小 于 4000 米 。 在 
T: 中 ，S 显然 不 成 立 了 ， 因 为 珠 穆 朗 I 的 高 
度 超 过 了 4000 米 。 对 判断 口 怎么 处 理 呢 ? 一 
种 办 法 是 把 目光 限制 在 天 津 地 区 A, BX 
守 ， 于 是 8 成 为 -~ 条 公理 。 另 一 种 办 法 是 放眼 
全 中 国 ， 这 时 只 能 说 ，S 只 对 一 部 分 的 中 国 的 
山 成 立 ， 或 者 说 ，S 在 中 国 是 有 条 件 地 成 立 ， 
在 T, 中 我 们 把 这 个 有 条 件 地 成 立 的 判断 记 为 
*S， 它 是 S 在 ,中 的 扩大 。 要 把 *S 在 了, 中 
成 立 的 条 件 说 出 来 是 很 复杂 的 。 但 从 原则 上 
yt, T. 的 判断 也 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 由 下 的 
扩大 得 到 ， 称 之 为 内 的 ， 如 *S， 其 余 的 则 称 之 
为 外 的 ， 如 “珠穆朗玛 高 于 4000 米 ”， 等 等 。 

AZ, T, 可 以 分 为 两 部 分 ,一 部 分 由 T 
的 概念 和 判断 扩大 而 来 ， 称 之 为 内 的 ， 记 为 
*T， 其 余 的 则 称 为 外 的 ,自然 以 TAT 表示 。 
这 样 的 普通 常识 ， 对 数学 也 是 有 用 的 。 
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4^ 我 们 现在 转向 讨论 微 积分 学 本 身 。 

UM BR 及 上 的 全 部 理论 ， 即 标准 分 析 ， 
以 了 表示 M 中 各 型 常量 (固定 对 象 ) dd 
合 。 出 公理 (3,- D AR EROP K UM, 
SUR'"R 上 的 全 部 理论 ， 以 开 , 表示 M, 中 各 .型 
TEBAS, NA'M žr M, 中 内 的 # 论 ， 
DD 班 护 火 而 来 的 那 部 分 理论 3 

EPEAK, Sd SERA REE 

IF BRS CRU ES) 。 历 史上 由 于 这 个 
矛盾 竞 把 无 限 小 逐 出 了 微 积分 学 。 保 存 完 备 柱 
而 排斥 无 限 小 ， 这 就 保住 了 理论 的 协调 性 ( 即 
EFE) . Cauchy 和 Weierstrass R H 的 
就 是 这 个 方法 ， 他 们 把 目光 m H E R ZA, 
HAY, 于 是 完备 性 成 为 公理 ， 从 而 建立 了 - 
严 放 的 标准 分 析 。 保 往 惠 论 协调 性 的 另 一 条 道 
路 是 承认 无 限 小 而 不 把 完 人 党 性 作为 普遍 公理 。 
KWOGBURGPORXE, TEMES, Demo- 
critus 和 Archimedes 就 已 经 办 到 了 o WE 在: 
Tr E PARR 后 如 何 限制 完备 性 公理 ;: A 
为 * 下 一 般 是 不 完备 的 。 但 并 不 是 线 的 任何 子 
RAK BLSSECHS RR. 04 RR HE D 
Kila, DIG EX, (di BE HUC RU EXC 
就 是 b RH, RITTA “RAMBLER 

Ay. 


BERSEARN ER, BOX BS TBD 
- 离 出 来 ， 在 模型 论 诈 生 之 前 是 不 可 能 的 ， 在 模 ， 
.型 沦 诞生 之 后 仍然 是 很 繁琐 的 。 505 

… 但 我 们 的 真正 的 目的 不 只 是 要 求 一 个 完备 
性 公理 ， 而 是 要 求 在 * 玉 NBO LR E 
-全 部 微 积分 理论 。 此 外 ， 我 们 现在 已 经 有 Ca- 
uchy, Weierstrass 和 .Dedekind 等 所 建立 的 
.标准 分 析 M， 它 可 以 作为 我 们 工作 的 出 发 8. 
Ak, SHER. 上 先 建立 一 个 有 条 件 的 BS 
性 定理 ， 然 后 用 推理 方法 逐步 建立 众所周知 的 
:分 析 理 论 ， 还 不 她 直接 了 当地 把 M hih E ge 
概念 转移 到 名 的 部 分 AME Zh. Robinson 
完成 了 这 项 历史 使 命 ， 他 把 M 正确 地 转 移 到 
*R 之 上 ， 形 成 了 协调 的 内 的 型 论 "MM， :于 是 非 
PRESS BRIS A Fe ./ a 

和 在 此 ， 我 们 再 明确 一 下 ， M WEE. " Ait 
8» BER EWR KA, et 
填 六 合适 的 常量 或 某 型 变量 ,再 适当 地 对 变量 
:加 圭 量 词 面 构成 的 。 AM (3,29). $0. (3530). 
又 8 的 变 县 的 取 值 范围 就 是 : REBAR EBS 
de … 

根据 Robinwonts0) 的 第 一 T P dn 3E 
AMXCORTB, RNSAU FAR. © 


Al 


公理 (4, 1) Leibniz-Robinson 转移 原 
M. ARES HT M 可 以 在 T: 的 部 分 对 象 上 扩大 
成 为 微 积分 理论 *M。 如 果 以 * 工 iM 中 n 
HARRIES, WTA, TE. 8 
地 说 ， 成 立 以 下 性 质 ， | 

1, SEXBSARM. ET 存在 一 个 子 集 
I, HFE- PHT WP, 的 转移 双 射 +， 
CHER SR, Ht. :把 (0) 型 常量 
REB H 'R; 下 的 每 个 常量 ay 转移 到 *acET， 
而 且 类 型 相间 D, OW BET 中 称 之 为 标准 
的 ，* 工 的 其 他 对 象 则 是 非 标准 的 ! Tare 
ET, 称 之 为 内 的 ，T: 的 其 他 对 象 则 是 外 的 ， 
MBC. PEAT: HARES, 
M 转移 到 *M 和 上 工 转移 到 *T 

2。 含 变量 关系 的 转移 原则 。 若 A(X,,…， 
Xas) 是 M 的 一 个 关系 ， 其 中 工 ，…， 
xi EEE, apena È BB, ，1<i+j i 和 j 
是 非 负 整数 ， 则 他 转移 到 *M 的 OE RR Ax, 
"Xi apea, ES, 前 者 变量 的 X» 
在 工 中 ， 后 者 在 *P 中 。 

A B(X tes Xab bD 是 *M 的 关 - 系 ， 
其 中 ，… ,Xi EE, b.esb; RH, 1< 
iti 和 守 是 非 负 整数 ， 则 在 工 中 存在 常量 从 
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使 得 *A =B， 或 A 转移 到 B. RHE 明确 一 
点 ， PACK, yy Xi Viet yi) =B(x,, Xn 
You YD, WEIEX Ea. acr 使 得 
A(G;,,,X,,8,77,8)) 是 M 的 关系 ， 在 上 式 
中 y, EAE 是 变量 ， 而 且 在 关系 式 中 每 个 位 
E LJ SU EN EB), 
3. HM 3IJI*M 句子 的 转移 ix sid M 的 
一 个 句子 ， 通 过 双 射 * 将 .s: 的 每 一 个 常量 ， 如 
8a， 都 转移 为 *a， 又 将 s 的 每 一 个 变量 的 E 
由 工 扩大 为 中 同型 的 全 体 常 量 ， 那 么 就 
ER MN PFs  . 
。 由 *M 到 M 句子 的 转移 。 没 p 是 *M 
的 一 个 句子 ， 如 果 其 中 的 全 体 常 量 孔 ,…,b 
是 标准 的 ， 只 要 将 且 中 每 个 变量 的 - 变 城 aT 
限制 到 D 中 同型 的 全 体 常 量 ， 则 pR Mi 
句子 。. 如 果 号 的 部 分 常量 bi,…,bi,i<<j, 是 非 
标准 的 ， 则 一 定 存 在 标准 的 Os, Or "E109. 
型 依次 与 b ,…，*bi 相同 ， 以 ay…yat 依 次 取 
代 b,…，*pi 在 P 的 位 置 ， 并 将 每 个 变量 的 变 
域 由 * 限制 到 Tr 中 同型 的 全 体 常 量 ， 所 得 到 
的 即 是 M 的 句子 。 
这 就 是 著名 的 转移 原则 ， 是 人 类 思维 的 一 
条 普遍 原则 ， 对 数学 和 物理 等 理论 学 科 都 是 成 
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- 立 的 。 转 移 原则 是 非 标准 分 析 的 核心 ， 任 何 形 
式 的 非 标准 分 析 都 与 一 定 的 转移 原 划 尔 可 分 
CEN, 这 里 所 陈述 的 转移 原 财 是 普遍 的 。”-… 
o RAGTGUSYE, A 转移 到 *A EI 
dq ACRXEO RUNS, MASA 的 意义 不 完 
SHR. Piin*R 中 有 无 限 大 而 及 则 设 有 ， 
又 如 自然 数 集 N REAN, 但 "N 中 有 天 | 
BA To N 则 没有 。 | | 
在 Robinson MMA (0099 “车 内 
集合 S 是 无 限 的 ; WS 含有 非 际 准 的 内 元 X. 
这 是 否 所 有 非 标 准 模型 的 共同 性 质 呢 7 在 (29) 
ESRB SCID ie RE A BO EUR. 
这 样 ， 我 们 需 同时 研究 三 个 理论 M, 'M 
d M;。 我 们 确定 一 些 方便 的 称呼 ， 称 标准 分 
i ME FRB, CMS UE 三 AH 
KUBA, "MO UB y dd o, MSM 
RENE, 有 为 第 一 相 实数 线 ， "RI = \ me 
:你 数 织 ,等 等 。 TURBO ORUM. 是 M, 
和 "Mi 以 及 他 们 之 同 MRR. E i 
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数学 工作 总 是 继往开来 的 ， 在 非 标 准 分 析 
的 研究 中 ，Leibniz-Robinson 的 转移 原 则 很 
好 地 解决 了 “ 继 往 ” 的 问题 ， 把 标 准 全 析 M 
全 部 转移 到 M, 成 了 *M。 下 一 个 重要 的 问题 
E FX”, RUHR, MNM h H S 
什么 令 人 感 兴趣 的 东西 。 s 

有 比较 ， 才 能 鉴别 ， 有 鉴别 才能 发 展 。 为 
了 区 分 M 和 *M， 我 们 用 转移 双 射 # 从 符号 上 
MARSJ MPRA, ÆT AA, * 
等 。 为 了 区 分 *ME 和 M:， 我 们 采用 以 下 
简单 的 内 原则 
(5,1) 1. 若 A(ali,…ai) 是 Ms: 的 一 个 关 
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Ax, JEN, WI, 
在 *M th A(a,,---,a) 成 IZ < 一 > 
EM, 成立 AC'DAaQC*PA 
Aap ETA (a,, ,ai)s 

2. X AGO EM, 的 一 个 关系 ， 则 
在 *M sr (V 30A Q0 <> 4EM, 

NE 
AEG*TACVX)Lx€*F> 
A(x)]; 

3、 若 A(x) 是 MD 的 一 个 关系 , 则 在 *M 
成 立 ( 习 xX) A(x)< > 在 M, 成立 
A €C*TA G3xYEx C*TAA Q0]. 

为 了 方便 ， 对 于 定义 域 为 p， 值 域 为 q 的 
函数 9， 在 M 中 记 为 gEft(p.q)， 在 *M mie 
Age *it(p, ae M, 中 记 为 9E€ft,(p, a. 
由 《5，1》 可 以 推 得 | 
(5,2  q€*ft(p,q) «oC *TApE*TA 

q€ 'TAo€ft,.(p,q) 

在 标准 分 析 M 中 的 常用 符号 ， 如 2, lim， 
d/dx 和 |dx 转移 到 *M 中 自然 是 * 允 ， "lim, 
"d/dx 和 半 |dx， 这 在 (8) 中 有 详细 的 解释 。 

ANA TRERE*N, "Qf "RAR 二 
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相 的 ， 我 们 ie tr ^N-N, "Q=Q, MR 
Ry vou A BA 
“KE eae Sy bt M 中 ， 可 以 用 有 再 数 区 [B] dE 
定义 实数 ， 具体 作法 如 下 
(5， 3 FERS Sp) CAM rp Ee ft, ©) 
- 是 增加 的 Aqeftin, QER 少 的 
ee ACT D =p} =o 
-n (pin), any) 


i 


MIAH (4, D 将 05.0 MEI" M 得 
(5,4) r€ *R«— (3p) (JpEp€ ft CN, 
coo te HIN Aqe*ftoN, "Q 是 
tel RDA imi - zp} = -ON 
| = A P, aI . i 
EN | 
在 M, 中 通过 有 理 数 区 DEH 二 般 只 能 定义 
(5,5): ^rC A;«—5 (3p (4q [pe ft, (Ni, 
Q,) BMH AGE ft iG, QUE 
el DIA, tim’ (qim - -poy 


e - 


nex. 


=OAr f] "das? qa, 


KA, 为 第 二 相 TOM (Actual number), 
A, RAE BOR, RC A, RHEE YR = A, 
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在 (5,5) 中 因 Q, 是 有 序 域 ， 故 可 直接 定义 极 

RQ, lim, Æ 6; 5 (5,5) 之 间 有 以 下 等 

价 关系 

(5,6) PE SRe re ALA DE TAGE *T 
“为 了 区 分 清楚 内 和 外 ， 要 对 一 些 常见 外 集 

合 有 所 了 解 。 例 如 ， 在 M 中 

(5,7) Oz N 1), 7 

转移 到 *M 得、 


y= .| aay 
GV "0: IA 1,1 


EM 中 我 们 定义 
20; i monos Q-A, L) | . 


(EN 
称 之 为 等 音 了。 7 B 
'R 上 的 一 些 对 象 之 所 以 是 外 的 ， 其 原因 
是 因为 *R 中 有 无 限 小 和 无 限 大 ， 为 了 快速 认 
别 某 些 外 的 集合 ， 我 们 必须 再 系统 地 说 明 一 下 
有 限 与 无 跟 的 概念 。 设 XE "了 及， 我 们 定义 
(5,10  X 是 无 限 小 < 一 >XEmon(*O) ， 
(5,1D x#ARN<>(Ay)LyeR,A Ix 
< [yl l, 
(5,12) XX 是 无 限 大 < 一 > (Vy)[yER 一 > 


ly| < |x| 1. 
a9 


由 此 可 知 ，*R 的 下 述 子 集 是 外 的 ， 全体 无 限 
小 的 集合 mon(*D)、 全 体 无 限 大 的 集合 和 全 
体 有 限 数 的 集合 

一 般 地 我 们 可 以 引入 以 下 两 个 定义 ， 

(5,13) 4x, be*REb>*O, Ky ET 
以 入 为 中 心 和 以 b 为 单位 的 星系 ， 
记 作 yE gal (x, b), 各 过 存在 PEN 
f£ £8 ly - x| <nby. 

(5,10 RY 属于 以 工 为 中 心 和 -以 b 为 单 
位 的 原子 , 记 作 了 Eatem(x,b》， 
如 果 对 任何 NEN, mxly-x < 
b/n, | 

显然 ,原子 和 星系 都 是 外 的 集合 。 按 Robinson 
的 记号 ,车 XER 和 六 Eatom(x，1)， 则 称 Xx 
是 y 的 标准 部 分 ， 记 作 工 = st(y) 。 


so 


极限 与 无 限 小 
的 等 价 性 


我 们 知道 ， 由 Cauchy, Weierstrass 和 
Dedekind 建立 起 的 标准 分 析 ， 其 基础 是 建立 
在 极限 概念 之 上 的 .Robinson £3). 3$ Meth 
看 来 ， 这 种 极限 过 程 等 价 于 一 EM Riki, 
AS Ae Ry ME RT DL E E A) BTR 
HEZE, XB-TRENAA AE RES 
对 此 简要 介绍 如 下 。 

(6,1) Robinson 定理 。 若 eC ft(h, 最) 和 
Of DEBRA, BA, lime (x) = gex 
(Vy) Lye *bA ys 'cA ly - *o| aae 
tP) - *g 是 无 限 小 ]。 

WEH: ARERR. FR RIES E 
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Whe€R H0, 我们 在 *M 有 句子 
(6,2) (Wy)Ly€ *bAy* ‘oA ly -*o| 是 
XU l*eGo - *g BAI, 
由 此 推 得 在 *M 有 以 下 句子 
(6,3) (Vy) [y € 'bAyse*aA ly-*ol € 
无 限 小 一 > |*q(y) - *g <e], 
由 此 和 (3,19) 推 得 在 *M 成立 
(6,4) | (58) (V yp Ly € *bAys *a Aly - 
*o|«ó—» l*eCy) - *g| <el. 
现在 把 *M by T £659 $5; M 即 证 明了 充分 性 。 
在 无 跟 小 的 基础 上 性 建 标准 分 久 的 工作 已 
经 很 多 了 ， 如 Rob nsont79lAlsoly) & Keisler 
eig, EJ Leibniz 所 留 下 的 历史 任务 大 体 
已 经 完成 了 。 当 前 主要 的 任务 是 面向 未 来 ， 不 
断 开 拓 新 的 研究 方向 。 
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从 超 实 数 系 “R 


人 们 普遍 认 为 ， 标准 分 析 M 的 基 n e 3d 
数 线 了 及 ， 它 是 完备 有 序 域 。Robinson 把 RF, 
大 为 *R， 它 仍 是 一 个 有 序 域 ， 但 完备 性 尾 谱 泽 
不 是 公理 了 。Robinson 在 不 完备 的 "R Eos 
起 微 积分 ， 在 数学 界 引起 了 BANS). ie 
步 ，* 且 还 可 以 扩大 为 实 序 字 宙 U, (SAAR 
规 573[8]9]) , U, BRZA, BEAT BN 
RT, ER LGR TEAS. phi 
基础 可 以 不 是 一 个 域 ， 这 似乎 违反 普 ARE 
CNET NETS UULETESI 4 
展 。 让 我 们 仔细 地 考虑 一 下 吧 ! REREH 
的 基础 并 不 完全 是 实数 线 民 ， 除 民 5p $T 
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还 有 两 个 符号 ，+ SIHA = P.s ETEM h tk 
ERE PRI pnm. Oc 
DU C o ou vs AR: .1 


PPM — RU {Hoo} } 
这 是 十 分 合乎 大 之 常情 的 。 显 然 : 生 只 处 能 是 
有 序 域 的 成 员 ,: 因 为 + o0 + co = + bf 但 是 感 
觉 到 了 的 东西 ; :人 们 不 能 立刻 理解 它 记 汤 以 长 
时 期 人 们 对 未 吕 似 平 是 视而不见 对 它们 的 数 
学 意义 不 去 深思 。 SUE RIN BPE RR 
统 化 了 。 

RNB S| AQ, 的 工 Dedekind 分 Aj, ik 

&'Q-Q.. WR Q, 被 分 成 三 个 持 集 1 mM 

u 满足 以 下 五 个 条 件 2 77 09 3.8.3 

lg /Q,slUmuu, 28 Ye s l0 

2. N X)GV-Y). OW dixel wemAsen 
—X«y«zl PADS ee 
oo Be LEAR AER h 
go As UIE SS AY Be ARR ER 

5. MRA—-TPRRRAR SR 0S 05 
3541; m fuut TQ, 4r Xl, IEG 
dimi; Xx Dd m, md m 
和 1 是 上 集合 .全体 Q, 2x9 fei 3 pO; 
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AME ith, "RECADO. — 
关于 DQ., 我 们 先 讨 论 以 下 内 点 。 
I. DQ, 的 分 划分 成 两 类 ， 第 1 类， 中 
amS, 第 2 类 ， 中 集合 m 是 空 
集 。 第 1 类 分 划 与 Q, Aw, | 
I. DQ, 中 可 以 如 下 定义 席 。 沙 
t, MM t= (I(t) imt) uct); 和 | 
= (I(w) Im(w)) u(w)?;, 我 们 定义 : 
。 相 等 ，t= W CETERI SIW), 
SE, tow SARX 10) CIO) A 
l(t)lcw), 
FERI, DQ 总 完备 有 序 集 。 
E. DQ, 中 有 以 - PS eR OOE C ~ oO, 
0-，0; 和 + oo, KS XT. 
-œ= (a IO D, 其 ha 是 @s HAZ IR 
大 元 素 的 集合 ， B = 'Q; Ma, - oo 是 DQ, 一 个 
Md" E 
-= (y 1d] 0, Rip y BQ, 的 非 无 限 小 
wanes. 6 = CANS 0- 是 DQ 的 一 个 
mona. m 
= (c 1'|d),， 其 中 dd 是 Q, 的 非 无 限 小 
"A ; c= Qd, 0,2 DQ, 的 一 个 
正 的 潜 元 限 小 。 E 
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+ co= (a |b| b), HH bÆ Q 的 正 无 限 
KISS A, a-Q Nb, +0 DQ, 的 
一 个 正 的 潜 无 限 大 。 | | 

入。DQ, 不 是 一 个 域 。 作 为 例子 ， 我 们 讨 
论 0.+0,=? , ÈR, °0<0, 是 DQ, 的 不 等 
Ro MEX 0,7 (el) d)。， 现 在 我 们 定义 

(7,1) qd= ‘Z|z=X+yYN\XECNYEC) 
(7,2) r= {@lz=x+yAx€dAyed, 
不 难看 出 9=c 和 r=d。 于 是 在 DQ; 只 在 在 
一 个 元 素 9 满足 以 下 条 件 | 
(7.3) (VX) CV xe GAY EI Fx 
«yl. | 
这 样 我 们 只 能 定义 
(7,4) 0,4+0,=0.. 
zi DQ, 是 个 域 ， 则 成 立 
(7,5 0,+0,=20, 
由 (7,4) 和 (7,5) 得 到 
(7,6) 20, = 0， 
(7,7) 2= 1， 
这 是 一 个 矛盾 。 于 是 0, 不 是 域 的 成 员 ， DQ: 
不 是 一 个 域 。 | ; 

因此 我 们 把 DQ, nik Sc esi, MU, 简 

记 之 ， 它 的 元 素 叫 实 序 ， 表 示 它 是 实数 的 扒 
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OP. ARB Jaffet493 的 启发 i 他 试 为 “数学 
KE LEE (6 SE SR HERE PED. LH RR IZ 
说 ，“ 数 学 研究 的 是 宇 窗 申 的 序 ”。 0 05 
“数学 研究 有 分 析 和 直观 两 方面 -下面 对 超 
KRR, TERR RR ETRE TUM 
(7,8) : — : : 


在 两 相 图 (7,8) m, OFA RIOR f 
RR, EM -o, FRE 00, Bim 是 .0。 
在 两 相 图 中 A, PARS ROH KR BT 
的 区 间 套 的 集合 。U: Æ Q Hy Dedekind Xl 
的 集合 ， kA, 为 第 一 相 的 实在 数 线 Cactual 

ruber: line): $% -U PRESET BE ah 
周知 : R =A =U, 

直面 的 线 代表 种 志 相 壳 摩 字 * Un: 其 x 
ME- 000, AES 0, Rae 0, X 
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a GUT E ER- o, 0., 0,M+ oo, LH 
& R, 的 原点 0 在 Ui 中 扩大 为 闭 区 间 D. 
0,1, R, WARM - co JEU, Y" KC ooy- 
=o] , HM ee AI [eo + #00) 。 
我 们 已 证 得 : RCACU. HFA, AK 
R, MO, 不 能 是 有 序 域 的 成 员 所 以 A, 是 
U, 的 真子 集 。 但 Ri A:， 现 在 还 没 弄 明白 。 

“(7,8) 是 两 相 图 ， 作 者 在 :9] 中 还 绘制 了 
多 相 图 ， 这 里 就 不 细 说 了 。 如 果 把 了; ARA 
EMAAR EMS RE a Bw, WU, 是 
一 张 更 精密 的 金 息 摄影 。 有 些 同 题 ， Ro 
RADE, RNS RSS UL 中 得 到 3835 
和 解决 ， 这 是 作者 引入 两 柏 徽 积 分 学 的 核心 。 

“SFU, TURIS 3 ts " 我 们 列 出 第 

62 页 的 表格 GD UR i 

例如 ， 空 格 LUSDRA “RUD” 5 表示 
[0., INU, RERA PR, SOR 10 内 应 填 
六 “潜在 负 无 限 大 ? RR (o9, =o] 
人 NCU, 改 Ai] 中 的 元 来 名 称 ， 和 窑 格 名 ARM 
入 “有 限 实数 ”， 表 示 Cæ, ct WOR, 的 
ERE, 等 等 。 CO Re QE 

. Democritus MEATIIHAERIAT xa 在 


Dex c » 


$i 


U TUNA) A, | R 
n 实 序 | 潜在 数 | 实在 数 | 实 数 
C0. ,0.3 | E 
无 限 小 | 1 | 2 | 3 | 1 
《 一 oo， + co) | 
有 限 5 | 6 7 | 8 
(= + oo, o0) 9 10 - uo T Im 
负 无 限 大 | I 
| De e 
ROARK 


无 限 小 ， “Aristotle Æ / 元 前 四 世 红 引 入 了 

在 无 限 小 ， 这 些 开始 似乎 是 虚无 飘渺 的 哲学 ， 

m muADHISTAUA ARERR 

体 。 现 在 我 们 可 以 在 〈7,9) 表 中 把 它们 确切 
地 表现 出 来 ， 这 是 多 么 微妙 的 巧合 和 深刻 的 历 

史 发 展 。 

为 了 对 U, 的 每 个 潜在 数 以 更 加 清晰 地 表 
示 ， 我 们 作 以 下 讨论 。 若 *N = N; 分 为 两 个 3E 
空子 集 P 和 8 

1. N,- pUs, | 

2, (VxX)(Vy) [xe pAyes—>xcyl. 
hl p Als 构成 一 个 N: SR, A Nape), P 
称 之 为 分 划 的 下 集合 , s 为 上 集合 。 所 有 N; 分 
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划 的 全 体 记 为 DN:， 称 之 为 自然 序 集 ， 其 元 素 


叫 作 自然 序 。 
DN, 的 元 素 分 为 两 大 类 ， 


第 一 类 。 下 集合 有 最 大 元 素 ， 同 时 上 集合 
有 最 小 元 素 ; 

第 二 类 。 下 集合 无 最 大 元 素 ， 同 时 上 集合 
无 最 小 元 素 。 

第 一 类 N: 分 划 与 N: 同 构 。 用 DNNN, 
表示 第 二 类 分 划 的 集合 。 

对 DN; 的 元 素 的 分 类 命名 ， 我 们 列 出 以 


下 表格 
(7,10) 
A DN, DNNN, N, 
BAR “| 潜在 自然 数 | BR 
[1, +) 1 | 2 3 
58 [B | ( 空 集 ) 
Ux p os | s 
DN, x X 


例如 ， 空 格 1 应 填 信 “有限 自 然 序 ”， 代 表 
(1, * c) 1 DN; 的 元 素 的 名 称 ， 空 格 5 应 填 
入 “无 限 大 潜在 自然 数 ” 等 等 。 
由 于 在 M 有 二 进 有 理 数 ， 转 移 到 *M 有 ， 
人 二 进 有 理 数 ] 。 在 如,, 对 每 个 EE [*O，a)， 
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aE€ N,， 我 们 有 以 下 两 种 情况 ,或 者 成 立 
(7,11) (Vn)[n€N,~( SD (iC N,A1S<i 
«a2*AECc [(-—1)/2*, i/2*)1], 
或 者 成 立 | 
(7,12) (Em [n€eN,4((OVD[iCN,;A1«i 
«a2:—— E64 [i- 1) /2*, 1/297], 
4 (,1D 成 立时 ， 对 每 个 nEN, 存 在 
in 使 得 EE [i, 1)/2*，i,/2*)。 这 样 ， 对 每 个 
n€ N, 存在 唯一 的 一 个 区 间 系 列 使 得 
(7,13)  &€[(Q.-0/2*, i/2:)0c [Ga 
-p/2*!, ig.) /2 DC ee CLG, ~ 
-1)/2, i/2)CL[*0, a), 
这 样 ， 对 每 个 nEN, HD ~ D/2, 1/22) 组 
成 区 间 套 。 由 《〈7,13) Al 
(7,14) EE N [CG -1)/2", 12/2"), 
rH | 


由 此 推 得 5<A:CU:。 
我 们 不 知道 是 否 成 立 &ER,， 如 果 成 立 ， 
则 可 推 得 A =R 
现在 研究 当 (7.12) 成 立 的 情况 。 此 时 ， 
存在 了 EN [*0, a) Rom a2* 个子 区 间 
[ü- 1)/2a，i/2") 1«ixa2*, E FEFA 中 
任何 一 个 。 于 是 ，Dn. 是 无 限 大 。 内 于 这 些 区 间 
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与 自然 数 1，2，3，.…，a2" ARK ME. 
叉 由 于 5 构成 这 些 区 间 的 一 个 分 划 ， 所 以 存在 
第 二 类 N, 分 划 w， 它 以 同样 的 次 序 分 割 自 然 
数组 {1，2，3，…，a2")。 

于 是 在 形式 上 上 成立 5-w/2*. 

此 时 5€ A,, BE Ui 的 一 个 潜在 数 ， 
E=W/2*，，W 是 一 个 潜在 自然 数 , 了 是 一 个 

由 此 我 们 得 划一 个 基本 定理 
(7,15) 荐 5GU:， 划 有 两 种 可 能 

l. ECA, ERAH, E EAM 
[二 进位 实在 数 ]， 
2, E 是 一 潜在 数 , 可 表 为 5= WwW/2"， 
其 中 w 是 个 潜在 自然 数 ， 了 nn 是 
个 无 限 大 自然 数 。 
由 此 可 知 ， 为 了 清楚 地 表示 ULNA, 的 元 X, 
不 但 需 概 一 个 无 限 大 nEN,， 还 要 一 个 潜在 自 
然 数 WEDN,N,。 这 就 是 说 ， 在 Ms 中 ， 作 
为 计数 集合 ， 不 仅 需要 N,， 而 且 需 要 DN, 
关于 U: 中 的 加 法 ， 可 以 如 下 定义 。 

若 t 和 wEU:，t= 00) md] ud), 和 
w= (ow) moo uc), RHIDE tF 
$A8,m(DJAtLt& DS, mFS., RIE 
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X 
(7,10 l(t+w)=felz=x+yAx€ld) 
Ay €lcwy)} 
(7,17) uG@+w) = (ziz-xey^xCu(ceo 
AY cucw)} o 
不 难看 出 ，1(t+ wide |} FRacU., vite 
w) 的 最 类 下 界 bDEU. fj c«b, WER X 满 
jRco«x«b, REM xX At Mw 的 gu 
KAR, UE | 
x$t-w, Hot xca,b], 
如 果 a-b, We Mast+w, XH EG 
唯一 结果 。 
例如 ， 当 t= 一 co，W = + co， 我 们 有 
X$ -cot co, HHI xC[-—0o, +o], 
或 者 简单 记 作 : 一 cc+ ooC[-—oo, + col, ® 
A 0.-0,€[0., 0;]。 此 外 不 难看 出 ; 
0,-0,-0,, totc=tico, 等 等 。 
AZ, EU 中 加 法 只 是 一 个 三 元 关系， 
而 不 是 水 数 关系 。 在 A. 中 加 法 就 是 涵 数 关系 
了 。 还 可 以 用 此 法 定义 有 限 个 数目 的 加 法 。 
”关于 U; PWR RHE, 3E 
在 U, 中 只 是 一 个 三 元 关系 ,而 不 是 函数 关系 。 
不 难看 出 ; 0,°0,=0,, 0-°0-=0,, 
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+o». -ooz +œ fü + 00° 0, E [0,, +c] 
等 。 
自然 ， 在 U, Æ RUD TE RRAZ H 律 。 
对 U, HRP THEY LP MA tH. 
设 tEU,, t=) mOl uc), $ 
(7,189 L(t) = (x|x= -yAy€lq@)} 
(7,19) m(t) = (x'x- -yAy€m(t)} 
(7,20 wu (t)= {x|x= -yAy€Eudt)}, 
我 们 定义 上 t 的 负 元 素 为 
(7,20) -t-(ucb[mil[T0)),. 
不 难 团 出; 0 = -0 ，-(- co) = + off 
-0.-0. €, 
类 似 对 U, MAES CR EMMI HD E 
O KRAH: 0l = + 00, 07 — — co Ñ- co! 
0. 等 。 
”为 了 使 加 法 的 表示 形象 化 ， 我 们 在 上 面 把 
“x$t+w, HA xe [a,b]” © 
记 为 t+WE[a，b]， 进 一 步 可 记 A: tt+w) 
= [a,b]。 这 样 加 法 的 交换 律 可 表示 为 
(7.22) «x+y}=ly+ x}, 
RU, PREBITI ARUS, FER 
ERRIREN | 
(7,23) (x: y}={y* x}, 
$7 


KRH: OC {(~x) + x} ALE (x7! x}, 

BY U, 中 的 分 配 律 ， 请 读者 仔细 讨论 ， 即 讨 

(0,24)  (x(y* 2j = (xy + xz) 

在 Us 是 否 成 立 。 以 上 是 关于 Us 的 算术 运算 。 

我 们 现在 讨论 Us 中 的 极限 运算 。 在 这 里 
与 其 采用 拓扑 方法 ， 不 如 直接 推广 Weierstr- 
ess 的 方法 。 
iE pcCU,füxcU, 我 们 定义 

(7,25) Xd p HX ue Ov 802€ b) 
[aC U,AbCU,A^a«x«b 
—(iy)Ly*xAyCpAa«cy 
<b], 

(7,26) ”+ 'oodé p RR ai<—>(V S) [a €U 
一 > (y € p^a«yil. 

进一步 设 fE€ft,(p，U,)，SEU;, 和 xX 是 pp 的 

聚 点 ， 我 们 定义 

(7,27) Jim f(t) =8<—> (Va) (Wb) La Us 
Ab EU, /\acs<b—» (3e) (38 
(cC U,Ad €U; Ae x«dA (Vt) 
[t€ pAtexA ta o 
«bl, - 

(7,28) im bte» YalaeUAa<s 


e 


—(zgocddi[eccU,^ dcU,Accx 
(— XdA(O/O[t€pA^cct«d 
—a-«f00]111; 
7,29) tim f(t) = + * o< >(Va) (acu, 
MES -zd)[ececU,Ade€UAec 
<x<d/\ (Wi (tepAcct<d 
| ->a<f(t) 11], 
(7,30) limfa) =s<—> (Va) (Vb) La CU, 
AbEU,Aa<s<b->( ac) [eeEiU， 
ACY te pAc<ct+a<f(t) <b]]， 
BAK + o 是 P 的 聚 点 。 | 
在 U, 中 的 极限 ， 可 记 为 Uldim, 限制 在 
A, 则 成 为 A,lim， 限 制 在 R, 则 成 为 Rlim， 
限制 在 "M 则 成 立 “lim， 等 等 。 不 难看 出 
(7,31) U: lime” =0,, U, lim e = +0, 
(7, 32) U, lim 1/t= +00,U; , Jim 1/t= ~ oo, 
和 对 任何 SEU, 部 不 能 够 使 得 U， lim sin t= S, 
-如 果 x €pc U,, f € ft (pU, Ai xp. 
A BEX 
(7,33) fÆ x Ë U, 连续 的 < 一 > 局 : lim fc) 
= f(x), 
进一步 设 (YX)[XEp>X Bp HR AL 我 们 
定义 
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(7,34) £€U,Cep) <> (Vo [x € po-f E x 
是 U, 连续 的 ]， 称 为 f 在 PP 上 是 U, 连续 的 。 

在 M, RMA WFE 

(7,35) dia, bc*R, a<b, fc*ft((a,b]: 
*R), fla, b] EE" M 连续 增加 
的 ,于 是 存在 FEft,([a,b],U,) 使 得 
F #la, b] EX&U, 连续 增加 的， 而 
且 对 XE*RN La, b] Riz F(x) 
=f(x), 

EM FGO E fG0 di *R 到 U, 的 延 拓 。 

证 明 : 只 需 注 意 到 U, 是 所 AQ, 的 Dede 
kind 分 划 就 足够 了 。 

容易 看 出 以 下 两 个 事实 : 

1. 函数 f(t) =e 可 自然 延 拓 为 ft,(U;,U;) 
Mi te, fete = +00, c77-0,, e'-1, 
ffe’*t=1+0,, eE U ERM. 

2. f(0 «sint 可 延 拓 为 ft, (p,UD BS — ^P 
Mw, pPRULNTH, +o¢p, —-o€p, 
但 对 任意 ?YE*R, (-oo+r, *co*r)ep., 

现在 举 两 个 例子 如 下 。 

例 1。 SUD BEA AER Me 
(7,36) s(x, n) = "53 xt, 

k-9 
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RANE *NAXE'R, Ait My wm m. 
现在 定义 

(7,37) S(X, + co) = U, lim S(x, n) 

因 在 *M 中 成 立 

(7,38) s(x,rn)-(1-x"')/0- x) 
我 们 有 

(7,39) s(x, p)<1/a- —-0.« s, i) 
其 中 0,—x«-1-0,, jew. RARUS CN 
是 无 限 的 。 由 此 推 得 

(7,40) s(x, *coo-1/(i-x)-0,, Hp 


十 oa 
* >, xX-1/-X)-0,, ¥ 
k 9 
0, —X-—1-0,, ES -it0.«-XxX«0., 我 们 有 
(7,41) S(x, +00) = % M x 


-— 1/(1- X) +046 
$42. 我们 研究 正弦 级 数 


( 一 Dt xt 


(7, 42) s(x, n)-* v GkeDji ， 


Log 


Rh NENA xc*R, Ait *M 的 BE X. 
当 0<X< + ce， 我 们 定义 
(7,43) S(X, +00) =U, lim s(x, n), 


因为 对 每 个 有 限 的 x, 若 m 足够 大 ， 我 们 有 
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(7,44) S(x, 2m+1)<sinx<s(x, 2m) 
故 成 立 | 

(7,45) U,lims(x, 2m+ 1) - sinx- 0, 
(7,46) U, lim s(x, 2m) -sinX * 0,, 
最 后 得 到 


do 1 
(7,47) Sx, +e) X SCC DER 
k= (2K+1)1 


=sinx+0,, 
它 在 M 的 简化 表示 为 


(-)**** O 
(7,48) GUN. Gk -sinx 


.现在 讨论 U, 中 的 积分 。 l 
设 a<bE*R, 在 *M 中 f 和 gg 是 定义 于 
[a，b] 的 严格 单调 连续 函数 ， 又 卫 (x) 和 
G(x) 47 3 JE £GO 81 g(x) gi "R 3$] U, fj 3€ 
拓 ， 又 对 所 有 x€[a, bIN'R my f* GO 
=g(x), FE | 
(7,49) oXyC[a, b] NU, Gly) % Fry) 
We, IAF’ (y)=Gly); 对 x 
y€[a, b]INU,, RFC) - FGO 为 
G(t) gi x 到 y 的 定 积分 , 记 为 米 
| G(t)dt = F(y) - F(x) 5 E(t) + 
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“CHEM 的 不 定 积分 ， 记 为 
+ faw dt= F(t) +C， 其 中 CE*R 
现在 举 几 个 例子 如 下 。 
bas. u(x) = lnx, bxxB, bB=1 和 B 
是 正 无 限 大 。 我 们 有 U (x) =1/x, u” (0) 
= +00, u” (+ co) = 0. fl # [7 (1/20dx 


E d 
= In( +o) - Ind, = + cot co= +00, 
H4. u(x) =x’, 0&x— + # o. RHA 
u*/ (x) = 2x, u°’ (0,) =0,, u'^ (+ oo) 
= +00, in 2Xdx = + oo, 
m + l . 
$45. u(x) = sinx, 0x«n/2, U” (x) 
= COSX, u'/(0,) =COS0,=1-04, u” 
x 270 
(1/2 —0,) =sin0, 2 0, 和 和光 | *cosx dx 
m 
=$in(1/2 -0,) —sind, =1-0. 
RIG, u(x) =e , = ROCKS + HOO | 
u* (x) c e, u^ (0) = 1 0,, U” (0.) 


=1-0,, U” (+ co) - +00, ue (—00) =0, 


maj” e dx= +oo—0,= +0 


关于 导数 的 定义 还 可 以 推广 。 
若 a<be*R，fefit:(*Rn[a，b]，* 及 )， 
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x€*Rf\Ca, » hs0€*R, RMX 


(7,50) . U,- f(x) = Uim f(x +h) - fo 
h 


称 U,-- 6035 food A MS, ie f 


UP (x); 称 f(x) 在 点 x 是 Us 可 导 的 ， 若 
UP (x) 存 在 ， 称 f(x) 在 *RN [a,b] 可 导 , 阁 
f(x) 在 任意 点 XE*RN[a, PJ] 可 导 。 

若 &a<bEU,，f(x) 在 La, bl U, ik St 
的 ，fEfc(*BN Da, bj]，*R), fH *RN 
(a, DÆ U, 可 导 的 和 U,f’ (x) = gx) 对 
KER (a, DRY, X g(X) 在 (a, DEU. 
连续 的 ， 则 称 goo foodke(a, boss sex, 
iute UË (x) = GO, HRT cy) - £GO Ë 
gO HX 5] y 的 中 心 U0; CBS, itt 

CTU, |" gitydé = f(y) - £60) 
gti x<ye ULM fa, b], RRLH+CH 
gD MRE Bs, 11E 

U, [gctat= fc +C, 

其 中 Ce *R 是 任意 的 。 

B. x 


D f (xX) = Xx, 0SX<S+ 00 
(7,51) foo = | | | 


fO) = x’, +o<cxk< + * co, 
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fll fOOZELO, + ¥ oo) BU, ee, feft, 
C(RO[0,+ * o5), * Fo ft f GO 7E RA 

(0, +* co) #U, TSH. LE 

3x?, 0SK< + co 

2X, + com X< + *oo, 
W| gO E00, + žo) U, ERK, T 
g(X) 是 f (x) 在 (0, +* o0) 的 导数 ， 成 立 
Uf (x) = g GO ,特别 有 WU,f’ (+ co) = g( + eco) 
= too, XË +to<B<t #o, Ml gx) 的 
中 心 U, 定 积分 

(7,53) cru, g(Ddt- f(B) - £(0) =B? 


(7,52) goo =| 


实际 上 ， OU, 的 定 积分 应 为 
B 
(7,54) U.| godt 


= * MEZE * | 2tdt 
=f,(+0)-0+B?-£,( + œ) 
B 
= CTU, | g(t) dt 
B 


+ (f,(+ co) -f,( 00], 
其 中 有 个 不 定 项 
47,55) [f;, Co - Cc 00] 7 +o- eo 
由 此 看 出 ， 对 于 一 个 函数 在 U 的 定 积 分 
4 BER, HST CMD Us ER 分 加 
18 


[E 


上 一 些 采 定 项 。 读 者 可 以 仔细 研究 。 

附带 说 一 句 ， 在 U; 中 的 加 法 和 乘法 关系 
是 可 交换 的 和 可 结合 的 ， 对 于 正 数 而 言 也 服从 
分 配 律 。 
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may Delta 函数 论 
TU 物理 学 


E 


物理 学 中 一 些 抽象 的 点 量 ， 可 以 看 作 体积 
小 密度 大 的 分 布 的 极限 。 假 设 某 物 体 的 质量 
(或 电荷 ) 为 1， 分 布 在 半径 为 a 的 小 球 内 ， 
则 rsak, 密度 p (D 很 大 ， 而 当 r>a 
时 ，p(r) =0。 极 限 情况 是 。a 趋 于 0。 但 这 种 
极限 情况 ， 在 Dirac 之 前 被 认为 是 毫 无 意义 
的 。 自 从 Dirac 中 1926 年 引进 Delta & > 
后 ， 才 开始 用 连续 分 布 的 极限 来 描写 点 量 。 这 
实际 上 已 是 一 种 有 用 的 非 标准 分 析 的 函数 ， 过 
去 却 放 在 标准 分 析 中 讨论 。 但 在 标准 分 析 的 范 
围 内 ， 这 样 的 Delta 函数 是 具有 奇异 性 的 。 

按照 物理 学 家 的 定义 ，Delta 函数 的 含义 
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TP 


0, 
(8,1) d(x) =| 


co, x=0, 
并 有 具有 积分 性 质 


(8,2) | Godx-1 


[E GXCEE GY BUG AT EO E ERER. HFE 
标准 分 析 中 ，ee 不 是 一 个 确定 的 数 ， 更 精确 
地 说 ,co KBAR IRR 的 一 个 成 员 , 因 为 co 并 
不 满足 四 则 运算 的 规律 。 如 果 勉 强 把 吕 加 到 
R 中 去 ， 则 所 得 到 的 集合 已 经 不 能 构成 一 个 有 
序 域 了 了 。 这 样 看 来 ，(8,1)》 式 没有 明确 的 数 
学 含义 ， 而 (8,2》 则 是 对 一 个 数学 意义 不 明 
确 的 对 象 进行 积分 ， 就 更 令 人 费解 了 。 这 表 
明 ， 在 标准 分 析 中 ，6(x) 在 x=0 这 点 具有 奇 
异性 。 

Delta 函数 的 流派 很 多 。 数 学 家 们 想 了 很 
多 办 法 来 克服 这 个 困难 。 在 修 凡 宁 柯 5253 中 介 
绍 了 一 种 建立 在 Stieltjes 积分 理论 上 的 Delta 
函数 的 理论 ， 在 盖 尔 芳 特 SS) 中 则 系统 地 介绍 
了 他 自己 的 工作 。Schwarz C83 首次 使 广义 
AXA GME, REDERE 18 i 000 Ex 
= 0 的 局 部 结构, 他们 回避 了 0(x) 在 Xx=0 
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的 局 部 奇异 性 而 去 研究 一 些 整体 性 质 。 他 们 的 
方法 在 处 理 Delta MR HMB A BS [6] At 
eT AXE 

AAR RAD EP EE 之 后 ，1974 年 Thur- 
ber 和 Katz Æ (982 中 引入 了 Delta 函数 的 分 
FF, 1975 ^E Lightstone 和 Wang £c C732 中 
用 非 标准 分 析 研究 Delta BRESA T TEAR 
GNE. ERE OO 中 用 无 限 小 方法 研 究 
Delta 函数 并 指出 下 面 的 】 Delta 函数 并 不 包括 
在 C733 zm, 


(8,3) Six. 
它 是 由 de Broglie 波 规格 化 所 得 到 的 Delta 
RAe RHE C0 中 用 非 标准 分 析 的 方法 
研究 了 Schwarz 广义 函数 ， 虽 然 他 用 了 很 巧 
妙 的 推理 技 瑟 ， 但 所 得 的 基本 结果 
(8,4) ` Òx) S(x) =6(x) /2np, 
其 中 p 是 正 无 限 小 ， 与 物理 学 不 符 。 例 如 读者 
可 参考 Edward C632 的 502 TAA Hah C323 
的 153—154 页 。1982 年 Raju CK (78) 讨论 
了 patama 的 乘积 和 合成 ， 他 比较 注意 和 物 
CITY — BE » 

让 我 们 再 回忆 一 下 Von Neumann 的 话 ， 
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《必须 改变 的 是 数学 技巧 而 不 是 物理 理论 。” 
. ”因为 物理 学 ， 特 别 是 量子 力学 的 发 展 ， 我 
们 的 知识 深入 到 微观 世界 。 已 经 触 及 了 一些 
M, (或 *M) 的 函数 , 首先 是 各 色 各 样 的 
Delia 函数 ， 但 其 时 的 分 析 学 框架 还 是 标准 
的 ， 很 难 描述 清楚 这 些 序 数 ， 只 好 认为 它们 是 
奇异 函数 或 泛 困 。 那 时 的 数学 还 不 能 揭示 问题 - 
的 实质 。 现 在 已 经 有 了 非 标准 分 析 和 无 限 小 ， 
我 们 可 以 把 问题 澄清 了 。 

1979 年 作者 写 了 论文 5.43 ， 其 中 初步 描 
RT Delta 函数 ， 后 来 又 与 石 最 坚 合 写 了 
C5] ， 把 Delta 阴 数 与 物理 学 较 好 地 结合 
来 ，1984 年 又 出 版 了 53) ， 在 数学 理论 方面 进 
一 步 系统 化 并 加 深 了 和 物理 学 的 联系 。1986 年 
作者 写 了 讲义 (92) 并 使 Delia 函数 理论 方法 
作 了 改进 。 这 种 方法 被 齐 天 荣 在 ON 申 解 决 
了 提前 响应 中 的 一 个 问题 。 这 个 问题 用 标准 分 

析 的 方法 是 难以 解决 的 。 | 
我 们 的 基本 观点 如 下 ， 每 个 Delta 函数 是 
M, (或 *MD) 的 单个 的 函数 ， 例 如 SCGx)， 它 
对 Mo 的 某 个 函数 集合 中 的 每 个 函数 ECX) 具 
7H fn RUE ER 
(8,5) st(w|. 6 (xX) g¢(x)dx )=800, 
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其 中 a<bEU:。 其 中 óCOA ERES, EB 
二 相 MM 之 中 ，g(X) 是 被 筛 取 函 数 ， 是 被 得 
取 和 集合 ， 在 第 一 相 M 之 中 ， 这 是 在 研究 两 相 
之 间 的 关系 ， 所 以 作者 引进 了 两 相 微 积分 学 的 
和 名称 。 在 (8,5) 中 ，(a,b) 是 得 RK 间 ，g(0) 
ERE. 

Delta 函数 论 不 是 一 门 纯 数学 ， 它 是 数 学 
物理 的 一 支 ， 是 一 门 边缘 学 科 。 因 此 ， 在 建立 
理论 时 ， 必 须 考虑 至 忌 理 学 和 数学 两 方面 的 习 
Um (GK 

按照 物理 学 的 背景 ，Delta 函数 应 分 为 两 
x. | 

1, A Delta 函数 ， 适 合 于 描写 物理 中 
的 点 量 ， 

2。 由 正 交 归 范 系 所 导出 的 Delta 函数 ， 
适合 于 处 理 量 子 力 学 中 特征 态 的 正 交 条 件 。 

AXE, C" GO FUR M 中 无 穷 连续 可 
微 的 函数 集 ， 而 C?(R) 是 C~(R) 中 具有 紧 致 
支 集 的 函数 所 组 成 的 子 集 。 又 CCp) 代 表 了 中 
定义 于 Pp 的 连续 函数 。 | | 

点 Delta HADEX, MARIE CR, 
*R) 称 之 为 点 Delta BR, 4 AM 4 
(8.6) 1. ô Æ "RAB FEZ *Riemann 
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^ WB, X NE é(x)dx=1, 
2， 对 每 个 gE C200, OR ATH He 
质 st( æ un óGogGodx ) =g(0)。 


在 数学 物理 中 ， 关 于 Delta 函数 有 两 种 典 
型 的 理论 ， 

”1。 共 性 理论 ， 在 其 中 不 必 指出 Delta K 
数 的 个 体 表 示 ， 如 Schwarz 的 理论 就 是 一 种 
共性 理论 ， 

2。 个 人 狂 理论 ， 在 其 中 必须 指 出 Delta if 
XC BS BK XE 示 式 ， 如 Thurber 和 Katz 的 理 
论 。 | 

在 共性 理论 中 ， 我 们 必须 假定 某 毕 共性 条 
ft, Moe *C'^"(*R) ,这 里 米 C'"(*R) 是 
L” (及 ) 转 移 而 来 的 ， 然 后 推导 出 某 些 性 质 。 

在 Delta 函数 的 个 性 理论 中 ， 我 们 必须 指 
HEA th HX gh 6 Delta gg 76, B O0 fk 
“ME 的 特殊 表达 式 ， 然 后 讨论 它 的 一 些 性 质 ， 
如 ，1。 被 夭 取 函数 集合 是 什么 ? 2， 筛 取 区 周 
是 什么 ?和 3。 得 到 值 是 什么 ? 

BI. 下 述 函 数 

1 - (ijt 


(8,7) 9,9 = ô, (x, b) = p= *e 
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当 b 6 是 无 限 小 实数 ， 是 点 Deltam we, # 
得 取 区 间 是 (- 00, + 米 so), 则 有 一 个 被 筛 取 
集合 是 qi， 这 里 gi= {qlq€EC((- oo, +00)) 
并 存在 $1,5,>0 使 得 对 每 个 XE R 成 立 | q(x)| 
<= s,exp { SX IB» 

自然 ，5i(X) 是 正 态 分 布 函数 。 如 果 在 M 
中 用 标准 实数 来 表示 di(x)， 则 当 x€ mon 
(OO Rf, stCÓ, GO ) 不 能 表示 为 一 个 标准 数 ， 
因此 函数 在 x= 0 具有 吞 异 性 。 在 无 线 电 通 TR 
理论 中 用 到 了 这 个 Delta 函数 。 

若 筛 取 区 [B] 是 (- 00, + co)， 则 ô, (x) 的 
KAREA h, TEA p =C- 6o, +co))。 

例 2。 下 述 函数 | 


| _ xe 


4b 是 正 无 限 小 实数 时 ， 是 点 Delta "T3 当 
jm BX EX [al dt ( — koo, 3 oo), 则 有 个 被 fü HX 
合 是 qi, 23 SR AK EK IR] dE (C— 00, toc), Mp, = 
C- 65, + co)) 是 一 个 被 得 到 集 合 。 | 
9, 0 是 物理 学 中 Fermi 分 布 中 所 出 现 的 
Delta $, 4 xc mon( 半 900) 时， 这 个 函数 
在 M 中 表达 时 没有 合适 的 标准 值 ， BM A AY 
AR. 


$4 


$83. FRR 


(8,9) Ax, B) = nee 


当 吾 是 正 无 限 大 实数 时 ,是 点 Delta 函数 ， 
Hi m HRI A] (— 3 oo, + #00), MA — TP 
fi BAH D,, ©, = CallalfEC- eo, + co) 
Æ Riemann WF, qCO fE x=0 SB, mi dE 
q 在 [-t, 菇 有 界 变化 ， 这 里 t>0】}。 若 录取 区 
间 是 (- eco,+oco)， 则 有 一 个 被 算 取 集合 是 
WX BW, = { q||q| 在 任意 有 限 区 间 Riemann 
可 积 。q(X) 在 X=0 连续， 并 在 [一 t, 刀 有 者 变 
45, iX Ht > 0}. 

Ze PB OB. A, (x,B) 是 de Broglie i iF 
交 归 范 化 所 产生 的 Delta 函数 。 在 M 中 看 来 , 它 
的 奇异 范围 更 大 ,对 每 个 FE 及 和 XE monr), 
它 都 具有 奇异 性 。 和 人 A:(x) 是 非常 有 趣 的 函数 ， 
它 有 无 限 大 的 圆 频率 B。 表 示 振 动 是 非常 迅速 
的 。 当 X=0， 振 幅 为 B/x， 即 振动 是 很 强大 
的 。 当 x 是 无 限 大 时 ， 入 1(X) 的 振幅 为 无 限 
小 。 但 当 文 是 有 限 数 而 不 是 无 限 小 时 ,其 振 
幅 也 是 有 限 数 而 不 是 无 限 小 。 

DÍA. FRAR mE 
(8,10) ô, (x, b) = a 
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4b 是正 无 限 小 实数 时 ， 是 点 Deta MR, 4 
科 取 区 间 是 (- #00, + 米 o0) 时 ，6,《X) 的 一 个 
Rin Res Z o,={q|qeC(R) Hlaco |<m 
Xj XE R Hj. 85 Hx IX [E] HC oo, 02) 
时 ,6s 的 一 个 被 第 取 集 合 是 名 。 

6,(X) 是 在 研究 电磁 波 散 射 时 所 碰 到 的 
Delta mj, 

为 了 方便 ， 在 Ms 中 我 们 引入 辅助 函数 
(8,11) òC) -全 i Qu Fit eo 

too, itl-20, 


1 —-(/xb2 


注意 到 ð (t,x) = — 0 ， 其 pox 


XA/ it 
Ate *R, 
我 们 定义 


(8.12) 0,($,0,) =U, lim 6, (t,x), 
不 难看 出 Ó,(,00 20,00, Athy Fm dmn 
(8,11) Br XE Ae 


URES ô, (t, X) = — ŽŽ, 其 中 


w(ts+ x*) 
0 过 xX 和 t+€E“R。 我 们 定义 
(8,13) ô,(t,0,)=U, lim 6,(t,X) o 
AME 5,,0.) = 8, (0) 
如 果 我 们 想 在 M 中 将 6,(t) 表 示 由 来 ， 
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限于 BB 的 表示 能 力 ， 我 们 只 能 表示 2g (8,1) 0 
的 6(t)。 即 把 0. 看 成 了 0， 而 成 为 
, 0<|t|< + oo 

too, t=0 à 

而 这 样 表 示 的 ô. (HR (8, 1) HHO) RRAA 
相 了 矛盾 的 标准 函数 ， 因 为 它 不 能 自圆其说 地 说 
明 (8,2) 成 立 。 因 为 + co€ R, AU DEM 
是 没有 完整 定义 的 。 

Ag (t) X 6(t) 的 本 源 , Ô (t,0,) 810, (t, 04) 
等 又 是 6,(t) 的 本 源 。 与 其 去 研究 共有 运算 不 
确定 性 的 外 函数 56,(t,04) 和 6,(t,04) 等 ， 还 不 
如 直接 把 内 函数 61(t,b) 和 6。(t,b) 等 用 到 物 
理学 中 去 。 这 样 会 使 间 题 明朗 和 容易 。 


我 们 现在 研究 A (t,x) = Sine Sint 


4O0<x 和 +E€"R 的 极限 

(8,15) A(t, + co) =U, lim A10,%) 6 
Rr he 

AER HÀ | 


(8,14) ô, o 


Ailt, + co) = +00, Hts, RI 


| As, + 00) |&——, 4 0 «tl. 


3 0,«] t| BE Alt, + eo) 并 不 等 CF 9,00. 
WS F HU E. KOH B de BJ HD * 
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Au (t, + 90) ,不 如 采用 它 的 本 源 函 数 Ai(t,B)， 
其 中 BE 及 是 正 无 限 大 。. a, 
ER: X=0 是 Al(xX,B) 的 可 去 奇 点 ， 并 


有 
， (8,17) A4C€,B) = 了 /re 
例 5。 下 述 函 数 
_ *Sin'Bx | 
(8,18) A2(X,B) = Bx 


当 BE*R 是正 无 限 大 时 ,是 点 Delta ig 数 , 当 | 
RRE 是 (一 米 oo0, + 米 co) 时 ，As 的 一 个 
被 筛 取 集 合 为 9。 当 筛 取 区 间 是 (- 09, + co)， 
它 的 一 个 被 饰 取 集合 是 Yo | 
不 难看 出 A 和 A 之 间 成 立 下 述 关系 
(8,19) A! (x,B) = (19938) 
= A.(0,B) Ai(,B). 

这 是 一 个 关于 Delta 函数 的 平方 关系 ,人 :为 量 
FAB MARE ILRI WY Delta 函数 ， 
EBA tH 0 的 153—154 页 和 Ec ward 
C63) 的 502 页 。 这 里 的 前 提 、 推 理 过程 和 结 
果 都 与 物理 学 一 致 ， 一 切 清楚 明白 而 且 是 严格 
Ry. 

在 Schwarz 将 广义 防 数 理论 系统 化 之 后 
不 久 ， 他 就 发 瑰 广 义 函 数 的 平方 不 好 外 理 。 像 
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(8,19) SRR RET XAR PE ie rn Tit eK 
是 不 方便 和 不 自然 。 央 此 有 关 Delta H% iY 
方 和 和 磁 需 问题 首先 受到 人 们 的 关心 。 其 实 问 题 
RR ARR. RFE EORR) é— + 
PERSH 6(X) 是 一 个 点 Delta gg Xx, FÆ 
有 两 类 复合 函数 ，6(F(x) ) 和 下 (6(x)) 。 我 们 
首先 讨论 (6(x)) 及 贡 饰 取 性 质 。 

首先 我 们 注意 到 F(6(x)) 具 有 很 强 的 个 
性 ， 对 不 同 的 6(x) 有 不 同 的 结果。 而 Seh- 
Warz 的 广义 明 数 论 主要 涉及 Delta 函数 的 共 
性 ， 因 此 用 广义 函数 来 处 理 F(6(x)) 就 有 些 
不 方便 。 

我 们 将 分 几 种 情况 进行 讨论 。 

(0X RFQ Sy, WA FO G0) = Ó'G0, 
这 就 是 Delta 函数 的 乘积 。 由 于 此 乘积 对 物理 
学 有 用 ， 所 以 举 一 些 个 体 性 的 例子 如 下 。 

我 们 已 经 磁 到 一 个 例子 ， 就 是 (8,19)， 它 
描述 了 人 入! (x.B) 的 表示 。 但 一 个 例子 不 足 以 
说 明 问 题 ， 我 们 再 举 一 些 个 体 性 的 例子 。 

Bie. 对 6,(x,b) 我 们 可 算得 
(8,20) 600,b) € 1/(b 72) 

和 平方 关系 


(8, 21) D(x, b) = ——5,(0,b)5, (x, b 
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Ji 


Hip bi=b/w zo 是 然 ， (8,19) #71 (8,21) 
的 系数 不 同 。 

E IE TES 

(8,22) È, (x.b) = -一 一 一 一 


当 bE* 了 是 下 无 根 小 ， 是 点 Delo mh, 3 
PERKE E (xo, +o) 时 ， 它 的 一 个 


容易 看 出 
(8, 23). 5.0, b) = —L-- 


Ail 


(8, 24) NOx sb) = 78,00, bob, (x, b) , 


其 中 bs(X，b) 5 — Phe Delain, ix 里 
的 系数 又 变 了 。 

例 8。 对 5:(x,b) 而 言 ， 我 们 有 5. (0, b) 
=17 (xby 和 以 下 关系 


(8, 25) Bib) = £8, (0, bb. Gr, b) 
1 
"3m ò (x, b) 
i HE 8.(x,b) 是 一 个 点 Delta Ge, BM X 
示 如 下 
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2b? 
m(x*+b*)? 7 |. 
AX (8, 25) SERMSOMN ARR, KA 
是 很 多 特殊 结果 中 的 一 个 ， 而 不 是 一 般 规律 。 
2, F(y)=ylny 
例 9。 我 们 研究 FG,Cx,b))。 不 难 算出 


(8,27) 类 mu F(5, Gr, b))dx = In > 


(8, 26) o, (X, b) = 


4 K,--ln(by ae). > 
(8, 28) 8 (x,b) = F(8,(x,b))/K,, 
则 9, 是 一 个 点 Delta pg XX, 24 fi RK ]] X 
(= #00, + 关 co) 时 , 它 的 一 个 被 得 取 集 合 是 
Fie 
R10, 我 们 研 究 F(8,(X,b)) 。 不 难 算 
" 
(, 209 æj 7 F(8,Cx,b) dx 
= Ini. 
4 K,- —In(4ab), i 
(8,30 — &,(x,b) =F(8,(x, b)) /Ks, 
示 难 看 出 ;是 一 个 点 Delta mk, Yi PR 
fale C- eos + woo) Rh ee 
会 是 qi 
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H+ K,*+K,, MUAR (8,28) 和 (8,30) 
是 不 相同 的 个 体 公 式 。 
3。F(y) =y"， 其 中 0<aER。 
BU. 我 们 定义 | 
(Bs , | x |!<b/2, 
(8, 31) 6(x,b)= 1 B/2, |x|=b/2, 
s io, b/z-|x|. 
Km bc*R&ibX/, HbBs1, b, 是 一 
个 点 Delta pi, Æ C- *oo, + * oo) 的 一 
A RIFE COD, 
”现在 研究 FE(3,(x,b))。 不 难看 出 
a BY, |x |<b/2, 
(8, 32 F(8,(x,b)) = 1 Bt/2°, | x |<b/2, 
和 和 to, — b/2-|xl. 


(8, 3» *| ^F, Go bodx- Be 


=; (0,b). 
fus 
(8, 33) 6,(x,b) = F(8,(x,b))/B*"', Bp 
(8, 34) ix, b) = 8) ! (0,b)5,(x,b), 
RE’, 是 一 个 点 Delta BH, CE (- *co, 
+ #co) 的 一 个 被 筛 取 集 合 是 CCR)。 
- M12, 我 们 研究 FO bo. TER H 
(8, 35) F(3,(x,b)) = 0 (0, bd x, b) 


[Va s 
共 中 bl = by/wa 。 也 就 是 说 
(8, 36) 5, (x,b) =v a 6t(x,bo/tt 0,b). 
例 13。 当 十 <a 研究 FO. Gb) 我们 有 
(8, 37) *| 一 Fò, (x, b) dx 
-ae 
不 难看 出 
(8, 38) bf(x,b,c)=rrcbc-IFOos (xb)) 
AB) 
是 一 个 点 Delta HR, EB (= #00, + #00) 
KARERE E se E 
很 容易 看 出 ， 公 式 (8, 34), (8,30. 
和 (8, 38) 都 是 个 性 很 强 的 公式 。 BR 
F(8(x)) 采用 个 性 理论 比较 合适 。 | 
从 以 上 的 例子 对 Delta 函数 的 个 性 已 做 了 
一 定 的 说 明 。 以 下 对 点 Delta 通 数 的 共性 问题 
做 点 说 明 ， 首 先 对 Riemann 反常 积分 与 点 
Delta 酒 数 的 关系 做 点 说 明 。 主 要 涉及 点 Delta 
函数 的 构造 。 分 以 下 三 种 情况 。 
1。 非 负 型 。 在 M 设 
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(8, 39 OSE) CCR), EMATE- œ. 
+œ) 是 Riemann K CACHE 
| tapat=1, 
4^ 
Bx 
(8, 40) y= x | fadt, 
其 中 BE*R 是 正 无 限 大 。 不 难看 出 y*’ (xX) = 
Bf( Bx). 
我 们 有 以 下 定理 
(8, 41) A fao E (8,39, 加 BECBx: 
是 点 Delta Ex, 在 (— * co, 
+ oo) "EHI Em CSS S E 
中 yo 
这 里 的 点 Delta e EE SAU, ， 但 不 要 求 是 侦 
函数 ， 适 用 于 描述 集中 的 质量 分 布 。 
2. AREEN, EM | 
(8, 42) — fCC'R) 并 有 反 常 Riemenn 8 
4j 
| 1 ft0dt- 1, 并 对 某 nEN, 者 
~ = OE Oe 


x«t PE + CÓ s 
并 成 立 f(x) = (- 1) foo, 
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3j aucx«a.,, 
Rp fcft((a, «0, RD A 
f(x) 20, 
. i20, 1, =, nfi jc N, 

然后 有 以 下 定理 

(8, 42) ” 若 f(t) 满 足 (8， 42) 的 条 件 ， N 
Bi( Bx) 是 点 Delta pi 3x, i 
(- žo, + * 00) E BU— "T 3 fn 
取 集 合 是 9s. 

这 里 的 点 Delta 函数 是 有 限 变 号 的 ， 适 用 于 扒 

写 集中 的 正 负 电荷 的 分 布 。 

3. ARESR. EME 

(8, 43) fE€C(R) 且 具 有 反 Riemann 

积分 


| f(t)dt = 1, 


然后 有 以 下 定理 
(8, 44) AERE (8, 45 BAR Pb, DU] 
 Bf(Bx) £5 Delta 国 数 ， 它 在 
C- 类 ceo，+ 涯 coe) 的 一 个 被 钙 
取 集 合 是 @:= 1q1qcCCC-c， 
+ co))， | q | 有 界 ， 并 且 在 任何 
有 限 区 间 上 有 界 变 化 。? 
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以 上 所 谈 的 是 关于 从 Riemann 反常 积 分 
去 构造 点 Delta 函数 的 一 般 方 法 。 以 下 介绍 点 
Delia 水 数 的 一 些 主要 人 性质。 
1, O(x-t) MMR. RNA TF 共 
性 定理 
(8, 45) ZteR, 5 Delta 函数 3(x) E 
“CCOR A GECF(R), WR 立 


sto | ""8¢x-tyqoodx) 
=q(t)。 
或 者 ， 有 以 下 共性 定理 | 
(8, 46) X tCcR, f(E) 满足 (8, 43) 中 
Wa, X 5(x) = BICBx) 和 
qe®,, lm 


sto [7 8x 0q00dx) 
=q(t), 
2. |a b (ax). 的 簿 取 性 质 。 我 们 有 以 下 共 

性 定理 

"8, 47) 若 osacR, f(t) WE (8, 43) 
meee, x 660 = Bf(Bx ), 
il] ja |o (ax) 24 Delta 函数 , È 
E lC- žo, ro) 的 一 个 被 
TiN te 中 : 。 
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3。 形 如 OCP CO) ) 的 Se AH HAE 


质 。 


a。 先 举 一 个 特别 的 例 洒 -。 
设 U(x)=1-e*, q(x) EC(R) , | q(x) | 
«miu (8, 7) 所 表示 的 0 Qo b), By 


(8,48) 


其 中 


(8, 49) 


*| Sux), boqGOdx 


SUMMAS 


adn — 11)) du 
, 1-u 


= 无限 小 + q(0) +P, 


1 1 2 du 
P = x e (o/b) . 
° bY Jt | ]-u 


EA P, 在 *M ERRA Bria (8, 48) 
约 右 端 值 并 不 接近 于 q(0)。 

b。 我 们 陈述 一 个 通用 的 筛 取 性 质 ， 归 结 
为 一 个 简单 定理 如 下 : 


《8，50) 


# p(x) =x’-a’*, 0cacR, 
qco,315(x) = BI(Bx), 其 中 
f(t) 满足 (8,，43) 中 的 条 件 ， 还 设 


-t j PU 
st(# | ‘ (p SEV Pt aap) 
-+ v p+ai 
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= 0, 
则 我 们 有 


st (^ | 8(p(x)) q(x) ax) 
_ ata) + qc~ ay | 
2 
a maya Delta EUR, dnb, bo , d(x, b) 
和 入,(X，b) 等 都 满足 此 定理 的 条 件 。 
c. 我 们 研究 一 个 特别 的 例子 
(8, 51) i$ p(x)=x’™, MEN, qOo€ 
CCR) 日 1q(x) | AR, RAII 
取 积 分 


a 


S= *| "8. (pa), b) q(x) dx 


=? 
我 们 分 情况 讨论 。 
情况 a, lim q(x) = q(0 0, 这 时 令 


(8, 52) Ky=*|  &(p, Dp? dp/m 


-0 


我 们 有 . | | 
(8,53 (5/K,,)=9(0). 


XN 
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(8,54) 8, (p, b)| p |= = 2mK,,8,,(p,b) 
则 


(8, 55) S-K, «| “54(p,b) 


q(| pl Sgn p)dp, 
不 难看 出 : 5,(p,b) 是 一 个 点 Delta 函数 ， 它 
Æ (- oo, + * co) A — 4S xk Om HX Se 
Qso 
B2. $q,00-q400/(Gmx 7) , i£ 
存在 
-(8; 56) ‘lima, (x) = 4,0), 
Hu} st (3) = 4, (0) » 
d。 我 们 研究 另 一 个 例子 
(8,5)  ZipOo0-x'?, mEN, q(x)€ 
C(R) alax) ER, Feely 
取 积分 
S= *| 5,(p(x) boo dx 
. =? Dl 
情况 1。 lim q(x) 0, BLS 


(3,58) Ku--i-*| “8,cp,b) 


pl ap 


2] mA 1 )r(4m- 1) 
-l ym (t)r 
2mat m . ° 


我 们 有 st(S/K,.)=q0), RAK 

(8, 59) ò (P, D) p [4 = 2mK,,5,, (p, b) 
M òp, b) J& — T A Delta iG c, CH 
(— ® co, + 3 co) MI —P RIT MES JE vie iE 
意 到 


(8, 60) K/K; = | (= lp x-— 


1/ x ?c1, | 
4 moo, BRUL (8, 54) 与 (8, 59) 是 不 相 
同 的 个 体 公式 。 
青 况 2。 # (8, 56) RV, RNA 
st(S) = q,(0). 
c. REAR ARNI BY SF BOF e 
(8, 61) 设 u(x)=1-sinx, qQG0€ 
COR) Miao) |AR, RF 
ti BX BAS} 
S=% | bero) qx) dx 


=? 
其 中 500 留待 下 面 说 明 。 


解 ， 设 q((2n++)x) 0, 和 级 数 
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(8,62) Qcy)= > q((2n+ 二 ja + y) 


—S % B QCGOO03 RAMI AFR. 
情况 l. 3; 5(x)-25,(x, b». > 


(8,63) — Ka-*| ^ 8,(v, by dv/ 
v2|v|-v? ， 近 似 地 
st (warb K,,) = r(4) 


则 成 立 
(8,64) st(8/K,,) = Q(0). 
或 者 令 
(8,65) èv, b/2[vi-v* 
=K ðv, b), 
则 5,, 是 点 Delta 函数 ， 在 区 间 [- 2,2] 的 一 
个 被 得 取 集 合 是 C([-2，2]] 。 
情况 2。 若 B(x) =d (x, b), $ 
(8, 66) Ky= *| è, (v, b)dv/ 
vV2|vi-v* ， 近 似 地 
St(rw2b K.,)= nv 2, 
则 成 立 
(8,67) st(S/K,,) = Q(0). 
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或 者 令 


(8, 68) 


$C, b 2 |v ]- v? 
= K,,5,,(v, b) 9 


则 $,, 是 点 Delta 函数 ， 在 区 间 [-2，2] 的 
一 个 被 盘 取 集合 是 C([--2，2])。 


由 于 st(Kis/ 区 iD) - T(L)/ za 1, 所 


以 (8，64) 和 (8，68) 是 不 同 的 个 体 公 式 。 
f。 我 们 介绍 一 个 常见 的 共性 定理 ， 


(8，69) 
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Z ucC"qo, ncN, (a, i= 
1, -*, nh 是 U(X) B) 4 (58 AR) 
集合 , (bi,i=2, +, nh X w (x) 
的 全 体 零 点 的 集合 Hu’ (aD *0 
A i21,--, nar, HEIME FK 
UFFAR E 

- œ= b, <r, «a, «m, <b, <r, 

«a8; «m; «b; < «b, «ra «8s 

«m,«b.;- + 0, 

u(x) Æ [bi, bip] 严格 单 yal, 

这 里 i= 1,…,n,b(x) 是 点 Delta 
BÉ, qec (R) B. qG0 30 34 
AMY xc (ri, mi), iHi-1, 
e, Ny BAIR BR 


S=% [^ “B(u(x)) q(x) dx 


成 立 以 下 公式 


st (S) = Sata ) /| w (ai)| 。 


i-i 


个人， 但 条 人 人 条。 


ZIER 


g. JAURES, 


(8,70) 


FIORE (8, 43) mb5oo- 
Bf(Bx), n€ N, u(x) 和 u’ (x) 
EC(R), (ài, is1, =, n? € 
u(xX) 的 全 体 零 点 的 集合 ，{bi, 
i=2, =, n, ÆU (xX) 的 全 体 
零点 的 集合 ，U' a)=0, Hi=1, 
…， 卫 成立， 并 有 下 列 不 等 式 
—co-b,«a,«b,«--:«bi«8s. 
<b = + co， 


u(x) 在 [bi bi] 严格 单调 ， 


Mois, = on, MNI MA 


分 S= Pu BUG) qd 
成 立 以 下 公式 
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st(S) = >) q(ai/ju’ (av |, 


其 中 q(x) €CCR) fi) q(x) 有 
Fes Nn ME 上 如 下 的 附 切 条 件 


qa (v) 
u’ (u^ !(y)) 


BS BY a P XE EU 
(8,72) — | £C dt, m 


(8,71) EDs; 


qoi (y) 
u’ (u^! (90) 


4, S S (XD MMA. RMA 以 
下 共性 定理 
(8,74) A63 Delta mq # 56( x)c'C*" 
(FR) ,tcR, nEN 和 d(x)E 
C, R), HRA 


(8,73) C so 


nl 


st(*|"" ar (x-t)q(x)dx ) 


-(-D'q?q5, 
这 个 结果 是 众所周知 的 。 

最 后 我 们 讨论 一 下 由 正 交 系 导 出 的 Delta 
BU, ECS A Delta 函数 不 同 ， 但 就 其 得 取 
性 质 而 言 ， 二 者 是 类 似 的 ， 所 以 物理 学 家 统称 
Zz Delta 函数 。 
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1。 离 散 谱 的 情况 。 
EMBIHE a<b, 0<p(x) €C((a,b)), 
X^ NEN 有 a(x) EC((a, bo, Bak 


| 
(8,75) | eet Gero (xydx = bn, 


j, KEN, 
其 中 54 Kronecker 符 8 Met( x) 是 
e,0 833852651, MK (e 0) Æ (a, DD ER 
P(X) 的 正 交 系 ， 下 面 的 和 


k 
(8,76) (kK, x,y) = * D piy) P(X), 


k € *N $52. 75 {pa(X)} 的 Delta 和 。 

我 们 知道 C7"((a, b) 代表 (a, D 内 无 
穷 次 可 微 的 函数 E, Cra, bD A C*( (a,b) 
的 子 集 ， 其 中 每 个 函数 q(x) 的 紧 致 支撑 在 (a, 
bo 的 内 部 。 

我 们 现在 引入 定义 

(8,77) Hilea(X)} (a, b) EM p(x) 
的 正 交 系 ,b(K，x,y) 是 {qa(X)} 
的 Delta M, 34.35 8(k,x,y) 
是 (a,b EA p(x) 由 {pa(X)} 
导出 的 Delta EX, SAMY 


b 
cosi(* | eG, x,y dy ) 
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mi, 和 p 
. (2)st( * E (y)d(k,x, yaly) 
dy) = q(x), 
对 所 有 的 xE (a, b 和 qEC; 
((a，b)) 和 和 无限 大 kkE *N 成 立 。 
由 正 交 系 导 出 的 Delta 函数 有 两 种 形式 的 
理论 ， (1) AERC, 不必 指出 正 交 系 和 权 


的 个 体 理论 : (2) 个 性 理论 ， 必 须 指出 正 交 


系 和 权 的 个 体 表示 。 
人 们 经 常 关心 的 问题 是 ， 什 么 是 租 取 区 间 
和 什么 是 被 筛 取 函 数 的 集合 ?什么 是 得 取 值 ? 
“现在 对 此 举 几 个 例子 如 下 : 
Bit. io C-1.D , 权 p(X)=1 
和 | | | 


D + inaxdi 
(8,78) P(X) = Te o 


相应 的 Delta 和 通常 写 为 . 
nak 


(8, 79) ò (kK, x,y) = P xw inaCy -xl 


à n= —k 


in (2k + DE — X) 


-= 1 
2l (y-X)z 


sin 2] 
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` Å. 


显然 ，5is(E,X,y) 在 《~1, D EM p(x) =1 
Kd (8, 78) 的 ga(X) 所 导出 的 Delta, 
它 的 一 个 被 得 取 集合 是 由 se= (qlae (11 
连续 ， 平 方 可 积 和 在 〈- 1，1 ) 的 每 个 闭 子 集 
上 有 界 变 化 。} | | | 

92. ARKA» C- 1, D , RP 
= 1 Legendre 多 项 式 


. l r a 
(8,80) p E 1)*}. 


相应 的 Delta 和 为 
(8,81) $,(k,x,y)- m" | 
Da(X)Da(y) 
=SK+D 
Pee, (X)Pe(y) — Dr. PD 
x-y 
kc *N, 
S5, E (C7 L0 EM p(x) 2 1 是 由 pa(X) 
导出 的 Delta a, ‘CM TRI RAE 
We={Q|GH (-1,) 是 分 片 光 消 的 连续 函数 
并 且 平 方 可 积 }。 
例 3。 设 第 取 区 间 为 (一 米 co，+ #0), 
i p(x) = e= 和 Hermite 多 项 式 
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7 | -y eu de 
(8,82). H.(x) = (-1)%e de ° um 


相应 的 Delta 和 为 


(8,83) o6, (k,x,y)- 二 


> Hoo Hy) | k€*N 


e Hrs cols (y) 一 Hi,, (y)H, (Xx) 
(x-y) ky x 


既然 8 是 (- oo, + #00) LI p(x) = e 
由 五 。(X) 导 出 的 Delta 函数 ， 它 的 一 个 被 稍 取 
集合 是 由 = {q1q 在 〈- co，+ co) 的 每 个 A 
子 区 间 上 是 分 片 光滑 的 连续 函数 并 使 得 积分 
| x | e-* q?(x)dx Werl. 

8i 4. RTM IK W CO, + #00) ， 权 
o(X)=xX'e*, Hma>~-1, #0 Laguerre € 
项 式 


ex" 


(8, 84) Li(x) = T -Ee xy2*5), 
相应 的 Delta 和 为 
(8,85) 5, (E;x, y) 

-* > Par a+ Tara p” a(x) aaCy) 
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(k+1) {LE Cy Li(x 一 


Lm LOLO} — 
^ (x-y(kra-) 


BAS. 0, + *o Ef px) -= ex" 是 
由 (xX) 导出 的 Delta, BR, CA — Pe i 
取 集 合 是 和 = {dqj1q 对 所 有 的 0<aER 在 (0， 


a) 是 分 片 光滑 连续 函数 ， ^ g['emenà 


| q¢y)| dy I a}. 

2。 连 续 谱 的 情况 。 

a, (—co, to) LINER, 

i 0«pGocft (R, Ro 是 连续 函数 ， 
e€Cit(RxR, C, CX Xe NOR, v (Zz, 20 
是 二 元 连续 函数 ， 其 中 XE 了 有 是 连续 变量 ， 
ZER 是 连续 谱 。 假 设 有 积分 


Ch 
(8, 86) A (z,w,b) = «| ,POO HZ, x) 。 


o(w,x)dax 


b 
(8, 87) 5(x,y,b) = * | 92, xot(z,ydz 


- 


Rmocbc*R, ot 是 q JA EB, RAZ, 
W,b)Jse(z,20 的 谱 Delta M, $k d(x, y, b) 为 
变量 Delta 和 ，p(X) 是 权 。 
进而 称 人 入 (Zz,W,b) 是 由 q(z,X) 导出 的 权 
p(X) 的 谱 Dela iE, X BH 
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(8,88) (1) st(«| "Ac, w, B dw)-1, m 


(2) st(#| A cw, Bac dw) 


= qa) 
M44kz€R, qCCc(R) MEER KBc*R 
4 A(z,w,b) & if Delta illicit Seg (z, X) 
是 正 交 连 续 系 。 
又 称 6(X,y,b) 是 由 qm(z,X) 导 出 的 权 p(X) 
的 变量 Delta Kg, SERY 


(8,89) (1) (af prac; Bay) 
[| | 
(2) st( «[7 p(y)d(x,y,B)q¢y)dy ) 


| -qo) 
对 全 体 xcR, qe CORE £ R KBER 
Lo 
3 5(x,y,B) 是 变量 Delta 函数 时 称 9(Z， 
X) 是 完备 连续 系 。 
现在 举 一 个 例子 如 下 ， 


设 p(X) = 1,2,x € R&M9(z,x) = 


l is。 
o Jax’ 
HU MH Delta 函数 为 
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(8,909  Aj,,w,B) 


B 
= «| .9 G,309 Cw ,3)dx 
.SinBow-z) _ | nr 
"ANE = fA, (w-z,B) 
和 变量 Delta H% A 
(8,91) 8, (X, y,B) =A, (x-y,B). 
b. (0, + co) 上 的 连续 谱 。 
设 0<p(X) ELIC0, + 0)), 9G,30 是 二 
元 连续 函数 ， 其 中 ZE (0,+co) 是 连续 谱 ， 
XE (0, + ce) 是 连续 变量 。 
假设 有 积分 | 
b E 
(8,92) A (z,w,b) = * | p GOst(, x) 
(w, x)dx 


(8,93) 8(x,y,b) = * | 9(z,x.9t(z,y)dz 
其 中 O<bE*R, ot o MMSE, A(z, w,b) 
$5 2J e(z, x) SL p(x) 的 谱 Delta 和 ， (x, y» 
b) 为 变量 的 Delta M. MEE | 

进一步 称 谱 Delta 和 为 谱 Delta i " 当 
(8,94) (D st(&| "A (z,w,B)dw) =1 ,和 


1l 


(2) st( % | "AG w,B) qw) 


= q(z) 
对 所 有 ZE CO, too), qC C2(C0, t+ 052) 和 无 
m X Bc*'REY. 
4AG@,w,b) AikDelta 函数 时 称 e Cz, x) 
是 正 交 连续 系 。 
Lk S(x,y,b) 为 9(z,X) 在 (0,00) 权 
p(X) 的 变量 Delta 函数 ， 当 且 仅 当 


(8,95) (1) st(#| "p(y d(x, y, Body ) 


—1, 4H 
(2) st(# ("p(y dcx, y, Body) 
= q(x) 
对 所 有 XE (0, + 00), QE CT (C0, + co)) 和 正 无 
RA BE °R p. 4 9ü,y,b) 是 变量 Delia 
BEN KZ, ECFA R. 
例 对 Zz,XE(0, + 00) € p(X) = 1 和 
(8,96) 四 (ZX) = (2x) 23m (ZX) 
其 中 本 是 Bessel gj 3X ,38 5 (8,96) H(z, x) 
的 Delta 和 为 


b 
(8,97) An Go WS b) = VZW # | X, CIO 
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J,Cwx)dx, ķi 
b 
(8,98) 6..(xX,¥,b) =Vxy w | 25, (2X) 


J,(zy)dz, 
它们 分 别 是 谱 积 7E dE Delta mH, ta MY 
BET NATRARME, Xm 3; 7 {q 1q 在 
(0, + oo) 绝对 可 积 而 且 在 (0, + oo) 的 每 个 亲子 
区 间 上 连续 和 有 界 变化 } 和 灶 ,,。= (q | GEC, 
+ co)) ,在 (0, + ee) 的 每 个 闭 子 区 间 上 有 界 变 
化 和 | q(x) | 有 界 }。 

特别 当 q(x) = 1€ V, RNA 


Th ao 


(8,99) stæ |. os Gy, B)dy) = 1, 


ifi x cK. GR Hankel 变换 
(8,100) ("vx J, Gn a GO dy 
不 收 华 。 读 者 如 果 有 兴趣 ， 请 研究 一 下 
(8,101) U, lim à,,(x,y,k) = Öz (X, y, + oo) 
=? 
这 就 是 作者 综合 前 人 结果 ,重新 构成 的 


Delta 函数 理论 ， 它 能 较 好 和 较 全 面 地 与 物 理 
学 取得 一 致 。 当 然 这 个 理论 还 是 很 初步 的 。 
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奇异 积分 的 新 概念 


任何 一 种 Delta 函数 理论 ， 如 果 不 同时 提 
供 一 个 奇异 函数 及 其 积分 的 理论 ， 这 种 Delta 
函数 理论 就 是 一 种 不 完整 的 和 不 能 行 之 久远 的 
理论 。Schwarz 的 广义 函数 论 就 注意 到 * 了 这 
个 问题 ， 这 正 是 他 的 优点 。 另 外 ， 各 种 奇异 性 
问题 涉及 物质 的 基本 结构 ， 也 是 物理 学 中 的 根 
本 问题 ， 不 能 不 引起 人 们 的 注意 。 根 据 数 学 和 
物理 两 方 面 的 迫切 要 求 ， 必 须 对 奇异 函数 及 其 
积分 提供 新 的 系统 的 看 法 。 

如 果 只 涉及 无 界 函 数 ， RITE DL ÆU, B 


讨论 ， im | Ldx-ini-Ino, = + co 等 。 可 
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现 涉 及 的 完全 是 另 一 类 性 质 的 问题 ， 它 源 于 巩 
数 定 义 有 不 完全 之 处 ， 需 要 补充 定义 ， 然 后 积 
分 。 实 质 讨论 的 是 定义 不 完全 医 数 及 其 积分 。 

在 此 ， 首 先 要 讲 清 问题 的 背景 。 

1、 数 学 上 的 启发 。 

如 果 


1, 
(9,1) foo = 


> 


x -1execi. f(x) CHEM. RNA 


(9,2) | f(x)dx=? 

为 了 问答 此 问题 ， 必 须 补充 定 义 。 例 如 ， 令 
(1, —2xxx-1, 

(9,3) g,(X,)- | Axt + 1-41,-1«x«1, 
(i, 1SxX2, 

容易 着 出 

(9,4) | gx, Ddx- $G-9., 


AREN, RAIATEA R rh HER 
f. 。 如 果 把 (9,40 的 每 个 值 看 成 (9,2) 的 可 能 
解 ， 则 (9,2) 可 取 到 及 的 每 个 数 。 此 外 ,车 


( 1, -2xXs«-—1], 
i 

(9,5) g,(Xx)= 1 1/ ixl, -1<x<1, 
lVi, 1<x<2, 
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于 是 (9,6) | gax 


是 奇异 积分 ， 我 们 也 不 能 排除 它 作为 (9,2) 的 
解 。 | o 

因此 在 M 我 们 可 以 定义 ， 若 a<b， 非 空 
qc [a,b] 和 feEft(ra,b]\q,R)， 则 称 g 是 ? 
在 [a,b] 的 延 拓 ， 当 且 仅 当 gefta, b], R) 
和 g(x) =f(x) 对 所 有 XETLa,bj\q 成 立 。 进 


一 步 称 | gcodxie | tco dx 的 一 个 解 ， 如 


"E 


we g(xX) 在 [a,b1 可 积 。 

2。 物 理 背 景 。 

奇异 函数 及 其 积分 在 物理 上 也 旦 源远流长 
的 。 | 
(D Newton 万 有 引力 定律 是 用 奇异 M 
数 表示 的 。 以 S 代 表 太 阳 ， 其 质量 为 M, P 
是 太阴 附近 的 点 ， 其 质量 mm=1， DI (X,Y,Z) 
代表 从 S 到 了 的 向 量 , (x,y,z) 是 了 的 坐标 ， 
原点 中 为 S。 则 PP 点 所 受 的 引力 为 
(9,7) Fe -Cr/r, 
其 中 常数 C=KKM， K 为 引力 常数 。 耻 的 位 执 
为 
(9,8) utr) =C/r, 
满足 Vu=F, 
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注意 ， 函 数 U 和 正在 r=0 无 定义 。 实 际 
上 ,太阳 的 引力 场 在 r=0 是 有 意义 的 ,因此 ， 
公式 (9,7) f (9,8 有 其 实用 范围 ， 特 别 在 
r=0 附近 是 不 适用 的 。 在 这 里 ， 这 些 公式 应 
该 从 理论 上 和 实验 上 进行 修正 。 

由 于 Robinson 使 无 限 小 合法 化 ， 从 理论 
于 进行 修正 又 有 了 新 的 可 能 。 

由 于 物理 学 的 本 性 和 Newton 引力 论 的 影 
mM, AUF (9,7) 和 (9,8)，Coulomb 引入 了 
电场 ， 和 景 子 力学 的 各 种 场 ， 他 们 在 粒子 的 中 
Dr =a; i=1，… 贡 常常 是 奇异 函数 。 

在 M zx, ui = C/r， 在 r=0 是 奇 
异 的 ， 即 u(r) 在 r=0 RAEN. Ki, RH 
A r-04EU3 AA [0-,0.1. BAR, TH 
AREETA 情况 。 例 如， 
u(r) 在 [0,0] 没有 定义 。 B 

为 了 讨论 和 和 奇异 函数 Cur) -C/D 有 
关 的 问题 ， 一 条 可 行 的 道路 是 在 “MI 找 一 个 正 
则 函数 ， 如 
(9,99 U(r) =C&(Br)/r, 
其 中 


(9,10) O(Br) = -= Ape e^" dt, 
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其 中 BE*R 是 正 无 限 大 ， 使 得 当 r 不 是 无 限 
小 时 U(r) 和 ulr) 的 差 是 无 限 小 。 如 果 以 
DUC?) 取代 u(r) , 则 我 们 把 M 中 与 u(r) 有关 的 奇 
界 问 题 化 为 Ms 中 与 U(r) 有 关 的 正则 问题 。 或 
者 ， 更 正确 地 ， 我 们 应 该 说 ， 我 们 所 讨论 的 ， 
AGE M, 中 与 U(r) 有 关 的 正则 问题 ， 只 是 
由 于 历史 的 或 认识 上 的 原因 ， 它 们 被 放 在 M 
中 讨论 ， 由 于 R 的 表示 能 力 的 限制 ， 被 表示 
为 与 U(r) 有关 的 奇异 问题 。 在 M 中 看 来 ， 这 
些 问 题 很 困难 。 为 了 解决 这 类 奇异 问题 ， 最 好 
的 办 法 是 问 到 Ma:， 找 到 这 个 奇异 函数 (如 
ur) ) 的 本 源 (如 U(r))， 再 讨论 与 U(r) 有 关 
的 正则 问题 。 

我 们 必须 注意 ， 相 应 于 M 中 的 奇异 函数 
u(r), 在 M, 中 有 无 限 多 个 函数 可 以 成 为 它 的 
AM. Pin, ARE LY, TAFU, 
下 面 的 函数 
C/r, br, 


(9,11) - Ucn f bere 


和 

(9,12) U,(r)-Cr/G? + b?) 

当 忆 是 无 限 小 正 数 时 ， 都 可 能 是 ulr) 的 本 
源 。 最 重要 的 是 对 每 个 具体 问题 中 的 奇异 阔 数 
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找 出 其 合适 的 本 源 。 这 要 根据 实际 的 或 实验 的 
资料 。 

有 一 个 美丽 的 神话 叫 “ 女 娲 补 天 ”， 说 的 
是 天 有 漏洞 ， 女 娲 烧 五 色 石 尖 以 填补 之 。 所 提 
及 的 有 关 奇 异 函 数 的 问题 与 这 个 神话 很 类 似 。 
在 奇异 冰 数 的 定义 域 中 有 漏洞 。 例 如 ，(9,8) 
中 的 u(r)， 描 写 了 宇宙 中 的 基 本 规 律 一 -万 
有 引力 定律 ， 在 它 的 定义 域 中 有 一 个 漏 注 ， 这 
与 天 有 漏洞 十 分 相像 。 类 似 的 漏洞 在 物理 学 的 
各 种 场 论 中 经 常 磁 到 。 如 何 填 补 这 些 漏 润 ， 真 
有 点 像 女 媚 补 天 。 在 我 们 面前 摆 着 很 多 漏洞 。 
我 们 应 当 将 它们 逐渐 补 上 ， 但 很 不 容易 。 

(2 景 子 力学 中 的 一 个 例子。 在 Gh 
Bjorken 和 Drel 写 了 这 样 一 个 例子 ，“ 我 们 
发 现 


227m? | 

m 
21^m* J a 
其 中 频率 积分 限 从 0 到 co。 由 于 我 们 对 电子 的 
近似 处 理 是 粗粮 的 ， 积 分 在 上 、 下 限 都 发 散 。 
对 定 域 于 氢 原 子 中 的 电子 的 准确 的 相对 性 
处 理 ， 情 况 就 不 这 样 ， 大 于 Bohr 半 径 ~ 
(Zam)-:! 的 那些 波长 将 无 效 ， 因 此 必然 有 一 个 
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(ry) = —S s [ fodo 


(4,18) 


相应 于 此 典型 原子 大 小 的 最 小 感 生 振 荡 频 率 ; 
因此 ，oasia~mZa。 还 有 一 个 在 距离 一 电子 
Compton 波长 1/m 处 的 高 频 截止 ， 它 来 自 电 
子 的 相对 性 结构 。 这 个 结构 相应 于 颤 振 振幅 ， 
它 说 明 频 率 高 于 omx~o NRT BEA Be HOR 


动 电子 。 因 此 ， 我 们 近似 取 | do/o In Ct/Ze). 
并 由 (4,18) 来 得 在 真空 Li DREL 


是 
«205 = (Tin (I) +” 

AH, RRMA fo) = 1/0 BASH, 
M4o7 o=0 Mir, UR we + co 附近 是 定 
义 不 完 全 的 函数 。 然 后 考虑 到 物理 实验 资料 ， 
f(o) 被 补充 为 

f 0， m« o, 
(9,13) {(@) = | 1/o mZaxosm, 
LO, a<mZa, 
事实 上， 物理 学 家 早 就 自发 地 在 各 个 不 同 
ik A Meh EAT o 
3. EM, 中 对 奇异 国 数 及 其 积分 的 处 理 
方法 。 
为 了 说 明 我 们 的 目的 ， 我 们 和 洛 讨 论 下 面 的 
积分 
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(9,14) iQ = [5 ect, pdt, 
其 中 q(t,4) 2t^, 4120, ADAH, RU 
0,5 — ins(l) /G+D, 


利用 解析 开拓 ， 当 4 一 1， 我 们 有 


(9,16) ic) - (1) yas. 


特别 当 4= —3/2, RNA 
(9,17) i-3/n« Pt dt= - 2,72. 
这 样 由 解析 开拓 法 对 奇异 积分 1( -3/27 得 到 实 
数 解 。 
另 一 方面 ， 用 极限 方法 得 到 
. 4 a2 f2 . 4 一 :272 
(9,18) i¢-3/2)= [t dts limit. dt 


= lim 2( ~./9 +874) = + oo, 


AA -2/2%+ oot SFR. (9,17) 509, 
18) 这 两 个 解 到 底 哪 一 个 是 正确 的 ， 这 在 M 中 
很 难 解决 ， 真 是 进退 维 谷 。 在 M, 中 处 理 这 个 
问题 比较 方便 ， 有 了 两 条 大 的 方向 ， 即 同 空间 补 
充 和 高 维 补充 。 Oo 
— (DNS, PIMMMMAT A, 
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走行 补充 定义 ， 来 处 理 奇 异国 数 及 有 关 的 积分 
AM. HPN. Kf) 9] VL 4E M, 3 
ARLE A X, Ha<beR, qc[a,b] f fe f 
(Cabling RK), Whe 是 {的 *M 近 似 延 拓 ， 

当 且 仅 当 gE *ft([a,b],*C) 和 当 xe La, bin 
qH yc€mon(*x) RH gy) 一 *f(y) 是 无 限 小 。 

Kk, Æg Æa b] ‘MR, mM 


N 

* | g(x)dx 是 | fGodx my "M c(ust, ggg, 
Li rh 

zx [g00dx 是 有 限 的 ， 则 称 st( [goo 


dx ) 是 | f(x)dx 的 一 个 标准 解 。 
由 此 定义 ， 著 f 在 有 限 区 间 [a,b] 可 积 ， 
RY] BR AVA St c | gGodx) = | foo dx, 


现在 按 此 定义 来 讨论 (9,14) 的 积分 1(4)， 
4 
cl 
t, bts 


06,9 BEDS 
s[b*+K(t-b) J, | 


| 0<t<b, 
其 中 无 限 小 正 数 DETR, 0<s<1MKE'R 
是 任意 的 。 则 gt 加) 是 亡 在 | 0， 工 | 的 *M 
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近似 延 扫 。 MSc], ux 
(9,20  LOD- » (Ż gt, adt 


= Ab**}/(A +1) 4 (4) um 1) 
一 下 bz /2 ， 
Ati 
S5K-2b/0*D, A LO) =(4) "7 


(A+), 这 与 (9,17)， (9,16) 一 致 。 另外 ， 当 
$20, 设 


4 
(9,220 To) = «| g,(t,A)ót- +00, 3 
04 


A= -3/2, 
ix 55(9,180 — 。 

这 样 ， 在 我 们 的 理论 中 (9,17) M (9,18) 
RERA, FRU. 

请 注意 ，(9,13) 是 同 空 间 补充 的 物 ER X 
例 。 | 

(2) 高 维 补充 。 这 是 非常 灵活 的 ， SHR 
引进 一 般 的 定义 ， 还 不 如 作出 实例 。 

例 1， 化 一 维 坷 异 积 分 为 复 平 面 线 积 分 。 如 
BRR SEAT 


Jl $ 
(9,22) IC- 3/2) -| x x4 dx, 
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RITS z=x+iy, ERPFMLERD BE 
XX C=C, +C: (9,23) PR. 


在 (9,23) 图 中 ， 正 无 限 小 aE*R，C: 从 一 到 
0 是 以 0 为 中 心 的 以 ao 为 半径 的 蜂 时 针 的 半 
M, CGA o 到 六 为 直线 段 。 我 们 把 奇异 积分 
I - 3/2) 补 充 定义 为 

(9,24) — Y(-3/2 = R.{| 2" az} 


=R.{|_ 2d | 27 dz} 
=R.{2(-0) 2-273} = -2v 7. 
这 结果 与 (9,17) 一 致 。 如 果 不 取 实 部 ， 则 
(9,25) «1 -3/2)= -2 9 -2 io? - 
这 就 与 (9,17) 差 一 无 限 大 虚 部 。 
例 2 。 我 们 研究 奇异 积分 
fi 1l, 
oum Pep pae 
írez-x-iy, 8i EIEBUI ER AM 
wAC=C,+C,+C,, HATHOR. 
在 (9,27) 图 中 ， C, -1 到 一 o HHAR, C: 
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(9,30) de 


-1 -6 o +ð +o 


€, Cy 
Cs 


M-o 3ij o ZEVA 0 为 中 心 的 以 5 为 半径 的 反 时 
针 的 半圆 ，C: 从 ca 到 1 为 直线 段 。 我 们 把 奇异 
积分 本 补充 定义 为 
(9,28) J=] 二 az= | 了 dz = nxi, 
ce Z c2 Z 

这 是 众所周知 的 一 个 结果 。 如 果 补 充 定义 为 

_ (1 2-0 
(9,29) | J-R. | .Ldz) = 0， 


这 与 Cauchy 主 值 相 同 。 

以 上 两 个 例子 是 从 数学 上 把 直线 上 的 奇异 
净 数 在 复 平 面 上 加 以 正则 化 。 在 物理 学 中 的 例 
子 更 加 复 朵 一 些 。 

例 3。 取代 0, 8), Li P= -GM/r id 
引力 场 ， 在 古典 理论 中 r=0 是 三 维 育 点 。 按 


Einstein 广义 相对 沦 ， 取 Schwarzchild 度量 


. 9m —— , 
I- 2GM/er) 


-+ r*(d6? + sint dy?) 一 


- ( 1- 2GM )e'at, 
cir 
W re = 2GM/ 为 Sehwarzehild 半径 ， 则 在 
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pu 4 2s iy AS =r. BAZ hy Schwarzchild 
APEX. WAMIMA, rs=1.5 公里 ， 对 地 RR 
而 言 ，rs=0.44 公分 。 一 个 光子 在 t=0 由 
rr 的 地 方向 r=0 运动 。 在 光子 达到 r=0 
ZB, WUE rar. 的 地 方 ， 而 这 需要 的 时 
闻 已 经 是 t = ce 。 这 就 是 Schwarzchild 奇 
性 。 

这 是 物理 中 用 四 维 奇 性 补充 三 维 奇 性 的 例 
子 ， 是 由 物理 学 的 本 性 决定 的 。 

在 物理 学 中 ， 特 别 在 量子 力学 中 有 些 积 分 
在 数学 上 是 发 散 的， 但 在 物理 上 却 取 一 定 的 常 
数值 ， 引 起 理解 上 的 困难 。 作 者 根据 物理 学 和 
数学 自发 的 演变 趋向 ， 明 确 提 出 定义 不 完全 函 
数 的 积分 的 概念 ， 以 消除 这 种 理解 上 的 困难 。 
同时 提出 两 种 补充 定义 的 方法 ， 即 同 空间 补充 
和 高 维 室 间 中 补充 ， 以 克服 这 种 奇异 性 所 引起 
的 麻烦 。 这 种 思想 能 否 取得 成 功 ， 还 有 待 于 进 
一 步 的 检验 。 也 许 是 一 件 跨 世纪 的 任务 ， 美 好 
的 前 景 正在 等 待 我 们 。 | 

刚刚 去 世 的 著名 物理 学 家 Dirac 生前 希望 
物理 中 发 散 积分 的 困难 能 得 到 解决 ， 作 者 从 数 
学 上 给 出 解决 这 个 问题 的 无 限 种 可 能 性 ， 其 中 
是 否 包 含有 物理 上 所 需要 的 解 ， 这 就 是 下 一 步 
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的 研究 任务 了 。、 

4, Ò(X)/ X=? 

这 是 大 家 所 关心 的 问题 ， 这 里 将 在 ME 中 
给 出 近似 表达 的 不 同形 式 。 以 * 一 表示 在 4 的 
近似 延 拓 我们 举 几 个 例子 如 下 。 

例 1. 45H45 G0 =x, b) 和 XX/(x? + 
+b?)*~1/x， 其 中 正 无 限 小 bE *R、 于 是 我 
们 有 | 
(9,31)  BG0/x'--B,Qx, box/(x* +b?) 

- bB Qo X | 
rix? + b) x*-b: 


= -了 (xb)= D o. 


于 是 - WOR $00/x I 8* MG (Dl. 


例 2. 若 取 3(x) -B,Cx, b) I x/ Gc + 
*bt-—i/x, WRA | 
(9,35) 5(x)/x*~d,(x, b»x/ (x? + b?) 

NENNEN SN 
7 208 bt) x eb? 


2-l&x, b) 
3 
Lola, | 
PÆ -LD Qd 00 /x 的 一 种 "MI 近似。 
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总 之 ， 不 必 再 举例 了 ， 近 似 的 可 能 性 是 无 
MEZ. 

5。 对 于 奇异 积分 的 *M 近似 解 的 多 种 可 
能 。 关 于 这 一 点 我 们 必须 再 深入 展示 一 下 。 以 
(9，26》 的 积分 J 为 例 。 如 果 我 们 以 (xX)" 
全 1/X， 这 里 


Bx 1 
(9,30 g(x) = e^t dt, 


其 中 BC*RJJ9jEZ A, Mh Fg oga 
函数 ， 则 J 的 一 种 *M 近似 解 为 0。 

A— Piet, Bv1/(x+ib)*~1/x, Km 
bc*R EER). AN, J 8)* M 近似 解 为 


(9,37) si» | Lax) 


1 
= _ 
=st{*| ata dx 


。 1 p ix 
-i* ga } 


- irst ("| BCx, b)dx) 
= 一 
= 一 jjr。 
即 -还 也 可 以 成 为 了 的 *M 近似 解 。 


一 般 地 ， X By (XK) *~1/x, 其 中 
(9,38) g(x) =g,(x) + Cò, (X) + 
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46,9; (X) + + C,55" (x), 
NEN 和 co c, e, e E eC HA A B®, Hu 
* C 中 的 任意 一 个 数 都 可 成 为 了 的 解 。 
6。 单位 阶梯 函数 的 了 ourier 变换 ， 
这 也 是 令 人 头痛 的 基本 问题 ， 今 在 M. 作 
出 如 下 解释 。 单 位 阶梯 函数 的 表示 为 
l, 0«t«oo, 


9,39 act) =1 
(9,39) ( 0, —coct«0, 


和 6(0) =e 它 的 Fourier 变换 是 


(9,40) (0) = {"" &be7ieidt 


= 站 eadt。 
Q 


由 于 这 个 积分 发 散 ， 所 以 在 标准 分 析 m qe) 
失去 意义 。 我 们 现在 在 M, PR. HE RK 
gi(D*—0(0D, XE 
( 9: "*oo« ic 0, 
(9,41) g£(D-4i1, 0ct«B, 
Uo, B<t<*oo, . 


| BE*R 是正 无 限 大 ， 
和 g,(0) = = FREE (0) B9 *M 近似 解 为 
(9,42) . By (a) =% lg De-i*tdt 
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B 
= «| e-i’ tdt 
0 
=1A,(@, B) + jos Bel, 
这 里 A,(o, B) =Sin Bo/ tao) 2 EA 的 Delta 
ph BY o 


WRU 2.(t)*~Ot), xH 
e 4B, (Qt *oo, 


f 
04D B= fo, -ee<t<o 
CORRS 


TÆ Plo) KAA RA 
(9,44) Filo) =* | “ede iat 


“= B ge 


Il 
党 
—Á 
* 
t 
D 
l 
bo 一 
+ 
e 
ge 


a(o ptit bap. 
其 中 6, 是 已 知 的 Delta 函数 。 
原来 ， 单 位 阶梯 函数 9008 Fourier 变换 
(9, 400 是 没有 确定 数学 意义 的 ， 但 它 的 *M 
近似 (9, 42) 和 (9，44) 是 有 意义 的 。 
怎么 表示 数学 物理 方程 的 基本 解 ， 是 举世 
瞩目 的 基本 问题 。 在 M. 中 解决 这 些 问题 比较 
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方便 ， 今 举 几 个 重要 情况 如 下 。 
7。 稍 系数 线性 常 微分 方程 的 基本 和 解 ， 
我 们 研究 


(9,45) p(y ox) =f(x), 


- ex X« + co， 
这 里 p(V) 是 多 项 式 


(9,460 pcv)= J] v-ao*;, 


a: C C 是 不 同 的 常数 ， k:=1, S=], e, r 和 
n=k,+---+k,, 为 了 解 (9,45) 9 我 们 在 M, 
研究 


(9,47) p(— )Gon y, B) = $,(x,y,B) 


é 


KB 
Lk | eilx~ylidz 
2x -B , 


Bc*R 是 正 无 限 大 。 
不 难看 出 
(9,43) G(x, y, B) 


B -i 
ot, | Mi le 
|». 2a J-B pz) 


z k,-1 
一 P D.zet* 5 As; (iz) 


s=] ILI] 


[x (iz -a ) Ji jd, 
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其 中 
(9,49) piz) = (iz — a.) ED, (iz) 


ex Gzc à a? 
(9,50) D.) 
k,-1 
= >> A. cin[x(üz- ao) 
-O((iz-a)0t:), 
最 后 令 


(9,51) g(x,B) 


= 六 | Gx,y,B)fcy)dy, 


得 (9，45) 的 解 为 
(9,52) y(x) -St(g(x, B)), 

8. IRI LY 75 FB A, 

我 们 研究 非 齐 次 抛物 型 方程 
(9,53)  du/dt-Au=f(t, x), 
Fr X= (X, +, Xa), A= 0/dx? + 
*t0'/0xi, NEN, i&f(t, oO BES, AR 
变化 和 具 紧 致 支撑 的 函数 。 为 了 求解 (9，53) ， 
我 们 研究 *M 的 问题 
(9,54) (8/3t ~ A) G(t,s,x, y, B) 

= Òai (1,8, X, y, B), 


其 中 
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(9,53) Stone: 
= (21) "^! * | [eire | t,drdz 


ir |, «B, J=1, c n, 
其 中 BE*R RGEXIRAX,Q-y 1Z) 代 表 xX- 了 
和 z 的 内 积 。 不 难看 出 (9, 55) 的 解 为 
(9,56) G(t,s,x,y,B) = Qu! 


—ix|z»-1»drdz 
Ir|, [zi |<B, j=1,.…,no 
我 们 现在 定义 一 个 函数 
(9,57) v(t,x,B) 


-* || Gs,x,y,B)f(s,y)dsdy 


* r4 


i 
Hop (o0 COR 是 有 限 的 。 不 难看 出 
v(0,0,B) = 0 和 | 
(9,588) stt (Q/0t - A)v(t, x, B5] 

=f(t, X) ^ 


对 a, DER mx, 
现在 研究 导热 方 香 的 Cauchy WE 
| (S8 iae ftx, t>0 
(9,89) | 
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Hah f(t, Btw BL] fC, x) | 和 一 阶 导 数 
i of(t,x) |«k(ODexp(al x [D, ix a0, R 
们 引入 积分 

(8,600 — v(t,x,b) 


fís.v) 


其 中 be *R 是 正 无 限 小 。 不 难看 出 
(9,61)  (8/0t— ^)v « f(t,20 + FER), 
ix Hb (t, xX) 是 有 限 的 。 如 果 令 
(9,62) u(t, x) =st{v(t,x,b)}, 
“4 (t, x) CR? 
则 满足 (9, 59) 。 
进一步 求解 导热 方程 的 非 齐 次 边界 条 件 的 
Cauchy 问题 
(ou 
(9,63) | | 
人 ue -Í(Q0, 


-Au=0, t>0 


其 中 了 f(x) 足够 光滑 ， 且 |f(X) | 和 一 阶 导 数 
| of(x) i<kexp{a| x | 对 a 二 0。 为 了 解 (9, 
63> 我 们 研究 
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1 


(9,64) MT x, B) = — 
b? | 
[a(t 
_y i? 
* | fapexp [- x-y] lay, 
a 4(t+ T) 
其 中 bE*B 是 正 无 限 小 。 当 A, OCR 我 
(19 
(9,85)  u(t,x)-st[v(t.x,b)] 
- 1 = | . f(y) 
(Ant)? ^* 
dgx-yf 
exp| at hay 


EA u 是 (9, 63) 的 解 。 
9。 现 在 研 究 Schrodinger 方程 的 基本 


解 ， 
首先 研究 非 齐 次 方程 的 Cauchy 问题 


2m ðu _ 
^r ôt Au = f(t, x) * 


120, X= (X,,X,,X4) 


共 中 f(t，x) 连续 ， 当 |x| 有 界 时 对 x 是 有 
界 变化 的 且 | f(t,x) |<k(t)。 为 了 解 (9,66) 我 
们 令 | 

137 


(9,67) vit, x,B) 
: hi | 
二 .一 一 一 党 . * | G(t,s,x,y,B) 


vp 3 
f(s,y)dsdy, 
其 中 
B m 3/2 
ME al eves ara} 
oe imIx-y 
MEN 


其 中 bE*R 是 正 无 限 小 ，bB = 1。 不 难看 出 


(9,69) & A) 


= % | f(t,y)0,,.(X, 一 Yi B) 
spy 
(09,4089 7 Y2 B) òa (Xs - y,,B)dy 
-fGs0 + 无 限 小 
Kr (t30 E'R 是 有 限 的 和 点 Delta 函数 
(9,70) 4,,(p,B) 


-Bl1) expüBip: 
=B (十 ) exp{iB?p°}. 
由 :外 还 有 v(0,xX,B) -0, Alt, v Æ(9, 66) 


BY "ME 近似 解 。 
我 们 现在 研究 齐 次 Schrodinger H 程 的 
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下 面 的 Cauchy 问题 
2m ou _ L 
p mi ap TaT 
(9.71) | t50,X-(xX,X,X) 
L 


u -foo, 
其 中 f(x) 连 续 有 界 ， 在 有 限 域 上 有 界 变化 。 问 
题 (9，71) 的 一 个 *M 近 似 解 为 
(9,722 vt, x, B) | 


_ | Git,x,y,B)f(y)dy 


‘p? 

其 中 

B m sra 
(9973) S-a | 

~ J im|x-yfl 
me | 2h DOES 

不 难看 出 
(9,74) (29 S -a)veo 
和 


= * | f(y)5,Q, - y, B) 


‘p? 
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8,, (Xs — y,, B)5,, (x, ~ Ys, B)dy 
= f(X) + XB. 
10。 我 们 研究 齐 次 波动 方程 的 Cauchy ini 
E, 


ðu 


Ye 2 
E: a:Au = 0， | 
(9,76) 1 t>0, X= (X,,X,,X) 
Lal E Ou| g(x) 
: , ot t-0 ~ , 


其 中 f(xX) 和 g(x) ES, | Xf (x) |,| xatGoO |, 
| xgGo | 和 | xg x) | AHR, TERRE AH 
变化 ， 常 数 aO. 
我 们 构造 (9, 76) 的 *M 近 似 解 如 下 ， 令 
(9,77) vct,x,B) 
-* | IC) G, (t,x, z, B) dz 
*R 


Tox | (2G (t,x,z,B)dz, 
J| ånna 


sp 
其 中 Bc*R 是 正 无 限 大 和 
(9,78) G=- * | Feily let+ 
An 


iy ia B 


十 ell yl at eicrlx dy 


(9,79) G,- | d Ceilyiat 


i 
4i iy | 


140 


- eilriitjetcariaosydy. 
不 难 算出 (8/at ~_ l0 v -0 和 


(9,80 vit.x,B= 9, | f(z) 
41a 


LA,(| X-Z |- at, B) 
-å {x-z ]+at,B)Jdz 


[A,( x-z |- at, B) - 
-A((x-z|-at, B)]dz 
AM xct*R? 是 有 限 的 我 们 有 
(9,81)  v(0,x,B) =f(x) + 无 限 小 ， 
TH 


(9,82) Sv (0 x, B) = BOO + 无 限 小 。 | 


Fra C, x) CR 并 使 得 0—t« + co, 
我 们 有 
(9,83) st(v(t,x,B)) 


. 1 9 fias 
4na Ot at 
Síx.at) 
4 1 | £(Z) dS, 
478 S(x.at) at 


RE Sx, r) 代表 以 为 中 心 和 以 了 为 半 名 
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的 球面 。 这 就 是 众所周知 的 古典 结果 ， 

另外 ， 我 们 在 这 里 所 使 用 的 是 个 体 的 点 
Delta 函数 理论 ， 如 会 式 (9,47) , (9,55), 
(9,70) 和 (9,80) 等 等 。 

11, Laplace 方程 的 基本 解 . 

我 们 研究 
(9,84) Au=f(X), X= (Xi,X,,X)o 
M fO0 是 连续 函数 并 具 紧 致 支撑 ， 我 们 令 


(9,85) V(X,B) = * | to Udx- ybáy 


*,3 
其 中 
_ _ &(Br) 
(9,86) U(r = ar? 


这 里 中 如 (9, 10) 所 表示 ，BE*R 是 正 无 限 
X. SbB=1, RNA 


(9,87) 3 o dr) -25,x, b), 


并 可 算出 
(9,88)  St(Av(x,B)) =f(x), 

另 一 种 情况 ;车 进一步 设 f(x) 的 -一 阶 导数 
连续 ， 我 们 令 | | 
(9,89) h(x,o) 

=% | f(y)H( x- y Ddy, 
‘R? 
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其 中 


(-—l., o«r«*co 
(9,90 H=} 4T 
| Lo, Sro 


c€ *R 为 正 无 限 小 。 我 们 可 算出 
(9,91) stChCx,o)) =f), | 
HEE vO,B)RI h(x,o) WE (9, 84) 
的 *M 近似 解 。 但 在 *M 中 看 来 ， 核 U Cr) 是 解 
析 的 ， 所 以 对 f(x) 的 要 求 必 较 弱 ， 只 要 f(x) 
连续 。 而 HHCY) 则 是 个 间断 函数 ， 所 以 对 f(xX) 
的 要 求 较 强 ， 仅 仅 要 求 f(x) 是 连续 的 显然 是 不 
够 的 。 奇 怪 的 是 ， 在 标准 分 析 中 所 采取 的 核实 
际 上 是 HH(r) ， 和 而 且 似乎 认为 这 是 天 经 地 义 
的 。 但 H(r) 是 一 个 性 质 很 坏 的 函数 。 现 在 我 
们 当然 可 以 选择 象 U Cr) 这 类 好 函数 作为 积分 
核 。 | | H 
12, -MSRE ZO ES AORATS 
RAISUEBPTUÉORGUMIDAUUSTUERO 


(9,922) Lu= Dj Aiia 


gn 
Xi …0Xia 
其 中 和 = (X1, Xa) , M>OW WR, Ai, 
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HAR, n>? 并 设 


(9,93) | LG)zÀ [> xl. 
A>0, y=, Ut, Ya) 
x H 
(9,95 L(y)= > Ai mini, Yims 


E'M 中 我 们 引进 积分 核 
(9,95)  K(x)-im/(2:)* 


ky 
L(y) 


elaine V l [iexly»]* 

^ 
x dyi-« dy. 
其 中 Be*RATARK. #— i EX 
(9,96) v(x,B)= * | kæ- afczdz。 
T 

如 果 设 f(x) 连续 ， 有 界 变 化 各 其 紧 致 支撑 ， 则 
成 立 | 
(9,97) st(Av(x,B)) =f(x), 
B] v(x,B) (9, 92) O*M 近似 解 。 

对 于 数学 物理 方程 基本 解 的 表示 能 力 ， 是 
对 各 种 广义 函数 理论 好 坏 的 试金石 。 这 里 所 提 
供 的 表示 的 特点 是 。 具体, 清晰 ， 严 格 ， 简 单 ， 
并 与 物理 学 保持 高 度 的 一 致 性 。 
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结束 语 


一 一 微 积 分 学 仍然 
是 个 “婴儿 ” 


众所周知 ， 微 积分 学 博大 精深 ， 丰 宇多 琳 
和 应 用 广泛 ， 似 乎 已 经 非常 成 熟 了 ， 其 实 趟 
Ro BRA 它 的 诞生 (Newton 在 1665 和 
Leibniz 在 1673) 到 现在 已 跨越 了 四 个 世 纪 ， 
但 它 仍然 只 是 一 个 婴儿 。 | 

微 积分 学 的 思想 基础 是 人 类 对 “无 限 ” -的 
Win. ASH (480-420B, C. ), Democriti s 
(460-362B, C. ) 和 Aristotle (384-322B,. 
C. ) 等 正式 引入 无 限 的 概 &, 3] Newton- 
Leibniz 正式 发 明 微 积分 学 ， 经 历 了 大 约 一 十 
一 个 世纪 ， 只 仅 是 微 积 分 学 的 孕育 时 期 然后 


从 微 积分 学 的 出 生 到 现在 已 经 历 四 个 世纪 ， 但 
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5 CIN RBI R AER —F RL, B+ 
HEKER, it Robinson 的 工作 使 无 限 
的 驾 念 在 微 积 分 学 中 合法 化 。 这 就 是 说 ， 微 积 
分 学 已 经 认识 自己 的 母亲 了 ， 已 经 不 是 初生 的 
婴儿 ， 而 是 几 个 月 的 孩子 了 。 

从 另 一 方面 说 ， 微 积分 学 首先 把 无 限 作为 
数学 研究 的 主要 对 象 。 我们 知道 ， 不 但 个 人 的 
生命 是 有 限 的 ， 而 且 人 类 的 生存 史 也 是 很 有 限 
的 ， 但 现在 所 面临 的 研究 对 象 却 是 无 限 。 虽 然 
我 们 取得 了 很 大 的 成 绩 ， 研 究 起 来 也 非常 热 
Mj. EM AR a a. By ER LE, 
虽然 非常 可 爱 ， 充 满 生 命 力 ， 但 还 很 难说 是 
成 熟 的 ， 不 能 作 过 高 的 估计 ， 更 不 能 自满 自 
足 。 我 们 应 当 相 信 ， 更 美好 的 初 更 大 的 发 展 还 
在 前 面 。 

为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 举 出 一 个 例子 。 在 
现在 一 般 人 的 眼 里 ， 标 准 分 析 似 乎 是 很 成 熟 
了 。 但 实际 上 ， 标 准 分 析 只 是 人 类 对 无 限 的 初 
步 描述 ， 有 些 地 方 还 是 很 粗糙 的 ， 需 要 进一步 
改进 。 

现在 大 多 数 家 庭 都 使 用 电灯 。 我 们 都 知 
道 ， 打开 电源 ， 电灯 才 会 亮 。 在 打开 电源 .之 
前 ， 电 灯 不 会 亮 。 但 在 现在 通用 的 线性 传输 理 
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论 中 ， 根 据 标 准 分 析 和 Schwarz 的 广义 gB 数 
论 进行 计算 ， 竞 推导 出 提前 响应 。 这 就 是 说 ， 
从 这 种 计算 推出 ， 在 电源 打开 之 前 ， 电 灯 已 经 
亮 了 7。 这 违反 普通 常识 ， 且 长 期 得 不 到 合理 解 
TÉ. 1986 年 课 天 荣 利 用 作者 的 两 相 微 积 分 和 
Delta 函数 论 , 对 此 作出 了 一 个 解释 , 详 见 (37)， 
今 介绍 如 下 。 

按照 线性 传输 理论 ， 输 入 f(t) 和 它 的 响应 
f(t) 之 间 成 立 下 述 关系 


(10,1) f(D = L| Ke» do 


p “fxye le C73 gy, 


Hh Ke! 是 系统 特征 。 在 过 去 的 理论 
中 ， 对 于 某 些 系统 ， 竟 由 010, D 得 到 提前 
响应 ， 这 是 违反 因果 律 的 。 因 此 ， 过 去 认为 一 
个 系统 能 够 被 实现 当 且 仅 当 它 的 特征 满足 以 下 
条 件 

《10 ,2) L| Ko)cos(ot+9(o)jda 


-0, 5 t0. 
但 是 ， 众 所 周知 ，“ 空 系统 ”是 可 实现 
的 ， 它 的 特征 为 
(10, 3) K(o)-138 9(0) 7 0, 
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这 个 特征 并 不 满足 (10，2) 。 事 实 上 ,将 (10,3) 
RA G0, D 右 端 ， 我 们 得 到 


EF 
(10,4) i| cosotdo = lim — sinpi +0, 
we 8 


A (10, 2) ARIZ. 
现在 我 们 研究 一 个 短 形 脉冲 
(n, O<t<1/n, 


(10,5) à, (t,n) = j 2/2, t=0 或 t= 一 
Lo, t<om tet, 
其 中 是 无 限 大 自然 数 ， 即 nE “IN\IN。 如 果 
将 (10，1) 转移 到 *M， 把 系统 取 为 空 系 统 ， 
即 系 统 特征 为 (10，3)， 然 后 在 其 中 代替 f(t) 
我 们 把 输入 取 为 St,na)， 我 们 得 到 它 的 响应 
ô. (t = *'"a * x 
(10,6) óg4 " e ao 


p 6 Go n)eitt dx 


= 6,,(t,n) 
在 这 里 没有 任何 提前 响应 ， 输 出 和 输入 相同 ， 
完全 符合 空 系统 的 实际 情况 。 
但 是 按照 过 去 的 理论 ，5s (t;n) 是 Delta 
函数 ， 它 具有 积分 性 质 
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(10,7) 380 F,,(o,n) =f 3a (t, n)e-lex dx 


=} 
将 它 和 空 系统 的 特征 (0, 3 代入 0,1), 
我 们 按 老 的 理论 得 到 其 响应 为 


(10,8) #89 3,,(t, n) = 2 limf e*t do 


-p 


, 
Pen xt 


RA 58 or HEX 2 
(10,9) Snt, = L| e*do 
2X J-B 


.. SinBt 

EE E 
可 取 B 是 无 限 大 的 自然 数 。 当 40, r8 (10,6) 
得 到 Gu (t, n) 264, m=O 与 事实 相 


符 ; 但 由 (10，8) 或 (10, 9 Eu 般 地 
老 的 ou, 尖 0， 这 就 有 提前 响应 ， 与 事实 
不 符 。 

显然 ， 这 个 提前 响应 的 根源 是 由 于 使 用 了 
老 的 Delta 函数 理论 ， 在 其 中 把 公 ss (10,7) 
当 作 普遍 规律 。 其 实 ，〈10,7) 在 此 时 还 不 够 
精确 ， 更 好 的 积分 公式 应 当 是 | 


(10,10) Fu(o,n) = |^ 8 Gro m)e"t*rdix 
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— ov ie 
=DU-e 2 
iw 


由 此 可 推 得 (00,0 ， 就 不 会 产生 提前 响应 。 

让 些 ， 在 物理 上 可 以 看 出 ， 条 件 〈10 ,2) 
应 当 加 以 修正 。 

DA ESAS EATER LTE. SRE, 
这 是 一 个 关于 Delta 函数 个 性 理论 BEES S 
子 。 我 们 不 能 象 在 Schwarz 的 广义 函数 论 中 
那样 把 (10,7》 漠 成 普遍 公式 加 以 使 用 。 更 精 
确 的 公式 是 (10,10) 。 虽 然 我 们 有 
(10,11) SttE on) = 老 的 Hon)= 1, 
在 这 里 提供 了 一 个 宝贵 的 例子 ， 一 个 通常 被 忽 
略 的 无 限 小 误差 竟然 会 引起 明显 的 差别 。 

我 们 还 可 以 从 数学 上 进一步 分 析 。 不 难 厢 
出 
(10,12) Fa Co, + 00) = U, limF, Co. K) 


NEP 
Ket n i 
=1-0,0+D, 
Xu oC (- o, +00) *R, 
在 标准 分 析 中 ， 以 下 公式 


(10,13) F(o) 31i SCxyeriaxdx 


151 


v. 
= Stieltjes | e-*xd6Q0 = 1, 


似乎 被 看 成 永恒 的 真理 ， 自 然 成 为 Schwarz 
广义 函 数论 的 一 个 基本 内 容 。 但 很 难 想到 ， 公 
X (0, 12 仍然 不 够 精确 ， 内 是 忽略 了 一 阶 
Fo PRA ASE BIE. $0 (10, 12) 所 表示 ， 在 
这 里 忽略 了 潜在 无 限 小 0+(1+i。 

在 这 里 我 们 必须 再 回顾 一 下 Von Neum- 
ann 的 名 言 “必须 改 变 的 是 数学 技巧 而 不 是 物 
香 理 论 。” 如 乐 按 照 过 去 标准 分 析 中 以 Seh- 
warz 为 代表 的 Delta 函数 论 去 进行 计算 ， 会 
出 现 提 前 响应 ， 这 违反 物理 上 的 因果 律 。 所 以 
过 去 的 这 种 数学 技巧 必须 加 以 改变 。 

从 这 里 还 可 看 出 ， 标 准 分 析 尚 是 不 成 熟 
的 ， 以 致 在 线性 传输 理论 中 用 它 进行 计算 ， 竟 
会 出 现 提前 响应 这 种 违反 物理 事实 的 结果 。 标 
准 分 析 还 是 个 婴儿 ， 整 个 微 积分 学 也 如 此 。 我 
们 干 万 不 能 自满 自足 。 这 个 理论 前 途 远大 ， 也 
很 美好 。 我 们 应 当前 仆 后 继 ， 不 断 音 斗 ! 
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